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PREFACE TO 1945 EDITION 

In this new edition nearly 4*00 corrections of errors, and other 
changes, have been made. Practically all of these are contributions, 
either directly or indirectly, of Professor R. C. Archibald, Brown 
University, of Doctor L. J. Comrie, London, England, of the Mathe- 
matical Tables Project, New York City, and of Doctor J. C. P. 
Miller, University of Liverpool. A supplementary bibliography 
compiled by Professor Archibald has been added to increase the 
usefulness of this work. 

New York, March 1945 


Dover Publications 



PREFACE TO 1938 EDITION 

Tlio principal points in which this third edition of the Tiihlcs of Fuiietioos 
di tiers from the sei^ind (edition of 1933 are as follows: In the complete elliptic 
integrals of the tirsi and second kind, formulae and numerical tables havc^ been 
added for other than the Legendre standard forms. The numerical calculation is 
thereby iinjiroved in many cases. In the cylinder functions the Debye series have 
been brought into a more convenient form by limiting them to real values of 
the index and by limiting the angle of the argument to values which occur in 
practice; they have thus been freed from the additional determinations which 
necessarily added to the difficulties of the general case. Detailed numerical tables 
are given for the Lomm el -Weber and Struve functions of orders zero and one. 
Formuhu' and graphical representations are given for the confluent hypergeo- 
metric functions and for the Mathieu functions associated with the elliptic cylinder^ 
which will enable these two classes of functions to be employed more widely in 
scientific calculations. 

The elementary functions which occupied the first 75 pages of the second 
edition have been omitted. A separate book will shortly appear in which these 
are given with complete numerical tables and many graphical representations. 
Many people who are interested in and use the elementary functions never come 
into contact wdth the higher functions and for such people the greater part of 
the complete work would be m(‘ro ballast. 

Again I have the phuisure of thanking many helpers. Mr. H. Nagaoka (Tokio) 
and Mr. G. Witt (Berlin) have informed me of corrections to the tables of elliptic 
integrals and functions. Mr. K. F611 (now of Berlin-Siemensstadt) has calculated 
and drawn Fig. on p. 54 for the elliptic integral of the first kind. The par- 
ticulars concerning the complex zeros of the Bessel function + iy) on 

p. i?30 and 231 an^ taken from a thesis by Mr. W. Burkhardtsraaier. The functions 
to (29) on p. 179 were calculated by Mr. M.J. diToro (New York) 
at the suggestion of Mr. Ernst Weber. 

Messx's. B. Ha^gue and G.W. 0. Howe of Glasgow kindly looked through the 
English text. 

Mrs. E, Schopper, Bachner, (now in I)<*ssau) calculated the Mathieu func- 
tions and worked out the gra]>hical re}3roS(‘ntations. Mr. S. Kerridge (Stuttgart) 
contributed additional material. 

Mr. E. Heidelbauer (Stuttgart) not only did a great amount of calculation, 
drawing and correction, but also undertook the difficult task of the page ar- 
rangement of the text, formubu* and diagrams. 

My heartfelt thanks ar('. due to all these sincere helpers. I am indebted to th(^ 
staff of Messrs. Ten bner, on whose ability, care, and patience such heavy demands 
were made, J must also thank the publislnn-s for m<H‘.ting my wishes in such a 
fritmdly manner. 

Stuttgart, April 1938. 


Fritz Elude. 



PREFACE TO 1933 EDITION 


AVhen in 190i) Jalinke and 1 published the '^Functionentafcln” tliere was no 
cullection of tables of the higher functions and we therefore anticipated a 
threat demand for our book. The sales at first by no means came up to our e\‘ 
pe(‘tations, but since the war the book has had to be twice reprinted, and the 
frequent ref(‘rent*es to it in physical and technical publications show that it is 
much used in all parts of the world. It is again out of print. Unfortunately the 
preparation of this new edition was unavoidably delayed and it has taken much 
longer to complete than was anticipated. 

It was felt that the widespread use of the tables demanded the adoption of a 
high standard in the preparation of the new edition, and I have done all that 
was in my power to make the use of the higher functions as convenient as 
possible. Many new tables have been added and old ones extended. If every 
new table had been included the price of the book would have become exc(‘ssive, 
but where it has not been possible to include a table, curves have been given. These 
curves have been plotted to such a scale and with such fine subdivision that the 
numerical values can be read off with some accuracy. 

I have tried especially to show in a clear manner by means of graphical re- 
presentation the general character of the complex functions, hecaust^ in this 
w'ay their use is greatly simplified. The real and imaginary parts of the func- 
tions are not shown graphically because such a method of representation is 
completely upset if the function is multiplied by a complex constant. The func- 
tion is represented by a surface the ordinates of which are equal to the modulus 
of the function*, this surface is called the relief of the function. In this method, 
which is adopted here for the first time, the function reveals itself in its en- 
tirety, so that, as tests have shown, even mathematicians, who are only familiar 
with the function veiled as it were in formulae, hardly recognise it. Whereas 
formerly one had to link up in his mind the separate and disconnected character- 
istics and peculiarities of a function, one can now see the whole range at 


Unfortunately time did not allow of all the functions being represented in tins 
manner. Much remains to he done and I hope that Mathematical Institutes will 
continue the work. It is really a matter for text-books _ rather than for tabU-s 
of functions. In every text-book of differential calculus it is regarded as essential 
to illustrate the nature of simple functions in the real domain by means of 
curves; is it considered unnecessary for more complicated functions in the com- 

plex domain? . ^ 

The tables on pages 12 to 20 will shorten calculation with complex quanti- 


ties, especially if one uses a slide-rule. . , , r. x? +i 

When we were preparing the first edition no tables existed for many of the 
higher functions. One had to collect what one could find. Tables for many other 
functions have since been calculated and published in periodicals and l)<>oks, so 
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that there are now more than one could include in a hook of reasonable size 
intended for general use. In preparing this new edition I had therefore to pick 
and choose; 1 hope that I have chosen wisely. 

As in the first edition great use has been made of the work of the Mathe- 
matical Tables Committee of the British Association. Fortunately this committee 
has decided to publish collections of the very accurate tables which they have 
calculated in past years. Two volumes have already been published. The mathe- 
maticians, physicists, and engineers of the whole world regard with the greatest 
wonderment and gratitude this colossal undertaking of their English colleagues, 
who have taken upon themselves almost entirely the heavy load of new compu- 
tation. It is hardly to be conceived that other countries can continue much longer 
to look idly on without helping in this work. 

One must not imagine that there is no need of further computation. This 
book, indeed, provides a general review which will enable one to judge with 
greater ease and certainty than heretofore just where further computation is re- 
quired. It is not tables of a few functions calculated to a high degree of accu- 
racy so much as those of many functions calculated with medium accuracy that 
constitute the most pressing need. Whether one wishes to become familiar with 
the functions or to use them it is not necessary that they be known with great 
accuracy. It will he time enough to compute the values to many decimal places 
when some exceptional practical case arises which calls for great accuracy; and 
even then this accuracy will, as a rule, only be required over a limited range. 
Even in the computation of mathematical tables the expenditure of time and 
trouble should bear some relation to the usefulness of the result. 

As in the old edition no attempt has been made to obtain more than a rea- 
sonable degree of accuracy. The last decimal place in the values given must be 
regarded as uncertain. Any one who requires greater accuracy must consult tables 
giving a further decimal place. References to more accurate tables are given 
in each section. 

The collections of formulae have been drastically revised with the object of 
making them as useful as possible to those using the tables. The formulae are 
intended to serve an entirely different puri)Ose from those given in text-books 
and have therefore been arranged from an entirely ditferent point of view. It 
must be remembered that the formulae are here merely accessory and make no 
claim to completeness. Some of them represent unfulfilled promises, — directions 
for calculating instead of the results of calculation. Some of them, on the other 
hand, would he necessary however many tables one had. In future editions, 
however, it will be necessary to cut down the collections of formulae more and 
more in order to make room for new tables and diagrams. 

In view of the widespread use of the hook in other countries it was decided 
at the suggestion of Dr. Alfred Giesecke-Teubn er to give the explanatory text 
in both German and English. 

With reference to various matters of detail the following points might be noted. 
The Table of Powers was calculated on a Brunsviga nova calculating machine 
in which the resulting product can with a single turn be put back into the 
machine as a factor for further multiplication. I must express ray gratitude to 
Herr Otto Hess, the Stuttgart agent for the Brunsviga machines, who kindly 
placed the machine at my disposal. A machine with the following properties 
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would be very useful: l) one should be able to calculate on it from left to 
right without striving after an absolute accuracy which is almost always useless 
because the numbers with which one starts are not absolutely accurate; 2) one 
should be able to throw back into the machine with a single turn not only 
products but also quotients; 3) a storage mechanism should enable one to sum 
a number of terms having either all the same or alternate signs without having 
to write down intermediate results. 

The section on cubic equations has little in common with what one finds on 
the subject in text-books of algebra but it gives graphical and tabular aids to 
their solution. Only short tables are given for the elementary transcendentals. 
The more extended tables, which one really requires, can be found in the books 
given on pages 76 to 78. The I'eal subject of this book — the higher func- 
tions — begins on page 78. Spherical harmonics of the second kind and the 
associated spherical harmonics have been added to the section on spherical har- 
monics and are represented by curves. The section on Bessel functions has been 
greatly extended. The Nielsen definition of the functions of the second and third 
kind (N and JI) is now uniformly introduced throughout all the tables. The 
multiplicity of definitions which was formerly so troublesome has thus been done 
away with. The tables of the more important Bessel functions are now so com- 
plete that they can be used as conveniently as the circular functions. Eiemann's 
Zeta function has been included. Many aids and simplifications are at the ser- 
vice of those who have to carry out calculations if they know of their existence 
and where to look for them; the bibliography at the end of the liook will be 
found useful in indicating where such aids are to be found. 

1 am indebted to Herr Karl Willy Wagner for the curves on pages 239 to 
241 showing the behaviour of the Bessel function ^/p (.r) for a real argument cc 
and high order p. These curves were calculated in 1922 by Herr Hans Salinger 
and Herr Hans Stahl of the Technical Department of 1lie Imperial Telegraphs. 
Those functions related to which I have called /Ip (x) were calculated by 

Herr A. Walther (Darmstadt), Herr S. Hradstein and Herr K. Hessenberg 
at the suggestion of Herr K. Btraubel of the Zeiss Works in Jena. .The tables 
(p. 250 — 268) api}ear here for the first time. 

My thanks are due to all those above mentioned and also to the many friends, 
too numerous to mention by name, in all parts of the world, who have in the 
past been good enough to write to Jahnke or to me making corrections and 
suggestions. 

Eugen Jahnke died of heart failure on 18**^ October 1921 at the age of 57. 
Only a few weeks previously I had discu.ssed with him at Rudolstadt the pi'o- 
gramme for the new edition. Neither of us at that time had any idea what 
it would ultimately look like. He was not able to take any further part in 
the w^urk. 

My wife, who had assisted in the preparation of the first edition, also did 
mu(‘h laborious (iomputation for the new edition and it was a grief to b<jr when 
incr(‘asing ill-health compelled her to give up ibis work. Fate denied her the 
pleasure of seeing the completion of the book. 

I am deeply indebte<l to Professor B. W.O. Howe of Glasgow University who 
has read and corrected the English text — a friendly token of ibf’! days now’ 
long past when w’e were assoiaated in the electrical industry. 
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It would have been impossible for me to have made such far-reaching im- 
provements in the new edition had it not been for the long continued and able 
assistance of my fellow worker Herr Rudolf Rtlhle. He has made most of the 
new calculations, drawn all the new diagrams, collected the formulae for the 
spherical harmonics and the Riemann Zeta Function and translated the text 
into English. The greater part of the task of correction has also fallen to him. 
The arrangement of the tables, diagrams and formulae with respect to the pages 
was often a difficult matter requiring considerable ingenuity. This new edition 
thus owes very much to Herr Riihle and I am deeply indebted to him. I must 
also thank Herr Dipl.-Ing. Gottfried Hansch for help with the computation and 
Herr Erich Heidelbauer who has given great assistance with the drawings and 
other matters. 

Finally my sincere thanks are due to Mess™ Teubner and tbeir staff, espe- 
cially Herr Thilo, for their patience under trying circumstances. A special 
word of praise is due to the publishers for their efforts to keep the price of the 
hook as low as possible. That the quality of the production has not been allowed 
to suffer thereby is obvious from an examination of the book. 

Stuttgart, August 1933. 

Fritz Elude. 
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6. Sici-Spirale. 

Tragt man Cia; nnd Si a? als recht- 
winkiigeKoordinaten ciner ebenen Kurve 
auf (Fig. 3), so ist der Kriimmnnga- 

radius der Kurve i2 = (« = Bo- 
ar ^ 

genlange). Die Krfimmung wSclist ex- 
ponentiell mit der Bogeniange. Solcbe 
Spiralen eignen sich als Profile von 
Kurvenlinealen. 


5. Sici spiral. 

If we draw Cia? and Si a; as rectan- 
gular coordinates of a plane curve 
(fig. 3), then tbe radius of curvature 

of the curve is i? = ^ = g-"* (^ = length 

of arc). The curvature increases expo- 
nentially with the length of arc. Such 
spirals are suitable as profiles of French 
curves. 
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Fig, 3. Sici-Spirale. 
Fig. 3. Sici spiral. 
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-0,089 564 

4 

-0,078 635 

4,5 

+ 0,070 065 

5 

+ 0,063 168 

5,5 

-0,057 501 

6 

-0,052 762 

6,5 

+ 0,048 742 

7 

+ 0,045 289 

7,5 

-0,042 292 

8 

-0,039 665 

8,6 

+ 0,037 345 

9 

0,035 280 

9,5 

-0,033 433 

10 

-0,031 767 

10,5 

+ 0,030 260 

11 

+ 0,028 889 

11,5 

-0,027 637 

12 

-0,026 489 

12,5 

+ 0,025 432 

13 

+ 0,024 456 

13,6 

-0,023 652 

14 

-0,022 713 1 

14,5 

+ 0,021 931 

16 

+ 0,021 201 1 

15,6 

-0,020 619 
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II. Die Faknltat. 

II, Factorial function. 


Legendre, GauB und das britische 
Committee on matbematical tables be- 
nutzen ftir die Funktion verscMedene 
Zeichen: 


Legendre, Gauss and tbe British Com- 
mittee on mathematical tables use diffe- 
rent signs for the function: 


c2ln;r ! 
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II. Die Faktdttt. 
n. Factorial fanction. 


1. Definition und Berechnung. 
1. Definition and computation. 


a) 


k! = lim 




HM) 


00 

n 


(■ + 7)- 


JS\ 


00 

'■n 


-1 1 + . 


b) Setzt man 

7 Xl 


BO ist 

we get 

C) 

mit 

with 


Weiter ist 


n^n 

n — l 

r« 1, 


..I * 

V ~1 1 -^ 

V 

C = 0,577 215 665 . . . 
y = = 1,781 072 . . . 

I b) Putting 

1 + A 

' x + n 

ij = y W(x) (tgp„ — p„). 

nm,i 


r„e 






=1/-^ 

f tmarj 




mit 

with 


d) 

WO 

where 


•insTier l + jt 

A=Cie-C,^-0^jfi 

Cl = 0,422 784 335 (7, = 0,001 192 754 

Cj = 0,067 352 301 a, = 0,000 223 165 

Cl = 0,007 385 661 (7„ = 0,000 044 926 . 

I Further we have 

t«__ »‘(x« + y.) 

Bin**® + @m*»y (1 ^a;)‘+y‘ ‘ ^ f 

= +2yf, 

Ai 4- = (7,»-e<P — (?,»•* e<»e — C5f»e*»e 


tg tf = 

^ tg®’ 


tg^D 


tg^ 


ar»l, xl=y2: 


1 X 


H{x), 

S(x) = 1 4 - ^ — I 139 671 

* 288®* 61840®* 2 488 820a:<~ 


e) 


WO 

where 


®» 1 , + « 




1 = 


1 
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f) 

wo 

where 


x = 0, y»l, {iy)\=he*i, 
i2 = -J + y0ny-i)-i|^- 


2. Besondere Werte. 

2, Special yalues. 

Im folgenden bedeute n eine positive In the following n signifies a positive 
ganze Zahl: integer: 


0! = 1, w! = l-2-3,..(t»-l)ti, 




nl (« — n)! 



(-n)!= oo, 


Residuum _ ( — i)«“i 
residue " (n — l) ! 


(-0,5)! = V® = 1,772453 851 .. . 
(« + 0,5)1 


(_„_0,5)!=V^ 


(— 2 )" 

1.3.6...(2n— 1) 


x>0, min (a; 1) = 0,46 163 ! = 0,88 560. 


8. Funktionalgleichungen. 

8. Functional equations. 

a) Rekursionsformel. 
a) Recurrence formula. 

(iz+l)l^0\{0+l) {0 + n)\=^0\{0+l)(z + 2).,,{0 + n) 

(jy— 1)! = — (if-~n)I = —7 ~y 7 ^ — ? TTV ' 

V / jg( V / je(;ei — — 2). . .(jjt— w + l) 

b) Bpiegelung am Funkt — 0,5. 
b) Reflection at the point — 0,5. 

TC TtX 

{z — 1) ! sin r z\ sin « z 

C—O 5 — = = * (<>,** + <) 

(z — 0,6)!cos5rr (0,64- ^?)! cos 


(-.)! = 




7tZ{l Z) 

z ! sin It z 
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n. Die Fakultat. 

II. Factorial fiincfcioa. 


Es sei 


Let 


0 > Qn- (0,25 — ^2) (2,25 — 0 ^) (6,25 ~z^) . . .[(n — l)n + 0,25 — ^*1 ; 

dann ist . 4.1, . 

I tJfcien we have 

(ni- z)l(n — 0 )\ = 


8111 7[Z 


ein %z 

(« + 0,5 + ^) ! (w 0 5 — «) ! = .‘"^n + l 

' (*r\a 4w> » 


( n 0,5 + if)! (— 1 ^ — 0^5 — 


cos 5r 
% 

Qn C08 TT ' 


m 

m 


m 


p 

18 

1 

1 

B 

M 


B 



im 

ie 

m 





m 

■riiirrjp 

P 

p 


ilB 


n 

p 


1 

I 

i 

H 

M 





H 

M 


1 


m 

m 

m 



i 

ISSg 

nSlI 

li 

i 

M 

liBn 

1 

m 

w 


r4^9SS! 

l^lp! 

lgS! 

i'SfRS 

l■■r7l■ 

laima 

mm* 

Si 

Bgjl 

■ifiNs 

m 

i 

M 

i 

ifl 

1 

1 

■ 

m 

n 

H 

1 

i 

8 

9 

i 

i9 

H 

■li 

s 

p 


iiiii 


mBm 

9 

s 

8 

9 

li 

1 

f 

a 

■ 

1 

m 

1 


% 


S8 

Hi 

i 

8 


1 




IBSIB 


m 

kB 

h 


m 


M 





P 


w 

bBi 

Hiss 

9 

■91 

8 

vV? 

m 

m 


1 

m 

i 




1 


“A -J* 




i 


HteH 


R*. .. Sttd -iP-k-n F.k.l« ’ 

itri, or tne relief of the reciprocal factorial function. 


II. Die Fakultat. 

II. Factorial ftmotion. 



Fig. 6. Relief der Fakultat. 

Fig. 6. Relief of the factorial fimotion. 



Fig. 6. Relief der reziproken FakaMt. 

Fig. 6. Relief of the reciprocal factorial fmctioa. 



Ausdriicke reell und bedeuten das Qua- become real and denote the square of 

drat des Betrages jedes der beiden kon- the modulus of each of the two con- 

jugiert komplexen Faktoren -auf den jugate complex factors on the left-hand 

linken Seiten. sides. 


nx^T{x-^l) 



fUrr 


XL Die Fakuli&t. 
II. Factorial fanction. 
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II. Die FakuMat. 

11. Factorial function.. 


1 


i^x)l 




B 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

a 1 

0,9 


9416 

8820 

8209 

7586 

6951 

6302 

5640 

4965 

4278 

636 f ! 


3578 

2866 

2140 

1402 

0652 

*9889 

*9114 

*8327 

*7528 

•6717 

763 I ' 
880 1 ' 

0,8 

5894 

5059 

4212 

3355 

2485 

1605 

0713 

*9811 

*8897 

*7973 

0,7 

7038 

6093 

5138 

4173 

3198 

2213 

1219 

0215 

*9202 

*8181 

886 I ; 

0,6 

7151 

6112 

5065 

4010 

2947 

1876 

0799 

*9714 

*8622 

•7523 

1071 1 

0.5 

6419 

5308 

4192 

3069 

1941 

0809 

*9673 

*8531 

*7385 

•6235 

1132 ; 

0,4 

5082 

3926 

2767 

1605 

0441 

*9275 

*8107 

*6938 

*5768 

*4598 

1166 1 

0,3 

3427 

2257 

1086 

*9917 

*8749 

*7582 

*6416 

*5254 

*4094 

•2937 

1167 
1135 1 

0,2 

1783 

0633 

*9486 

*8345 

*7207 

*6072 

*4950 

*3831 

*2717 

*1611 

+ 0,1 

0511 

*9420 

*8336 

*7260 

*6194 

*5136 

*4088 

*3050 

*2022 

*1006 

1058 i 

± 0,0 

0000 

0994 

1976 

2947 

3904 

4848 

5778 

6695 

7597 

8485 

-044 


9358 

*0215 

♦1056 

*1882 

*2691 

*3483 

*4258 

*5016 

*5755 

* 64/6 

792 f 

— 0,1 

7179 

7863 

8527 

9171 

9797 

*0401 

*0985 

•1549 

*2091 

*2612 

604 5 

— 0,2 

3112 

3589 

4044 

4477 

4887 

5275 

5639 

5980 

6297 

6591 

388 |; 


6861 

7106 

7327 

7524 

7696 

7844 

7968 

8066 

8139 

8187 

148 1 


8209 

8207 

8180 

8127 

8049 

7945 

7816 

7663 

7484 

7279 

104 1 


7049 

6795 

6516 

6211 

5882 

5529 

5151 

4749 

4323 

3873 

353 || 


3399 

2902 

2382 

1839 

1274 

0686 

0076 

*9446 

*8794 

*8120 

588 f ] 
780 1 

— 0,1 

7426 

6712 

5979 

5226 

4455 

3665 

2858 

2033 

1191 

0333 

— 0.0 

9460 

8572 

7669 

6752 

5822 

4879 

3925 

2959 

1982 

0996 

943 1 

+ 0,0 

0000 

1004 

2016 

3035 

4060 

5090 

6125 

7164 

8205 

9249 

870 1 

+ 0,1 

0294 

1339 

2383 

3427 

4468 

5506 

6540 

7568 

8591 

9606 

103 t 8 l 

0,2 

0614 

1614 

2603 

3581 

4548 

5502 

6442 

7367 

8277 

9170 

854 1 

0.3 

0045 

0902 

1738 

2555 

3349 

4121 

4868 

5592 

6289 

6961 

782 


7604 

8220 

8804 

9360 

9883 

♦0374 

*0833 

*1256 

*1645 

*1998 

492 1 

0,4 

2314 

2593 

2833 

3034 

3195 

3315 

3394 

3430 

3424 

3374 

120 j 


3279 

3140 

2955 

2725 

2447 

2122 

1750 

1330 

0862 

0345 

326 1 

0.3 

9778 

9163 

8498 

7782 

7017 

6201 

5335 

4418 

3451 

2434 

816:1 


1367 

0249 

*9081 

♦7863 

♦6596 

♦5280 

*3915 

*2502 

*1040 

*♦9631 

1316 f 

0.1 

7975 

6372 

4724 

3032 

1295 

*9515 

*7692 

*5829 

♦3925 

*1981 

1780 1 


W(x)=^ 


dlnnx 

iix 


cf. Fig. 9, p, 10. 





1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

dr ! 

0.0 

-“ 0,6 

772 

609 

448 

289 

133 

*978 

*826 

*676 

*528 

*382 

r 

1.55 

1 

- 0,4 

238 

095 

*955 

*816 

*679 

*543 

*410 

*277 

*147 

*018 

136 

2 

- 0.2 

890 

764 

640 

517 

395 

275 

165 

038 

*921 

*806 

120 ^ 

3 

- 0,1 

692 

579 

467 

357 

248 

139 

032 

*926 

*821 

*717 

lOS 1 

4 

- 0,0 

614 

512 

411 

311 

211 

113 

016 

"•081 

"■176 

"■271 

ee 

5 

+ 0,0 

365 

458 

650 

642 

732 

822 

911 

*000 

CO 

o 

* 

*174 

so i 

6 

+ 0,1 

260 

346 

431 

516 

698 

681 

763 

845 

926 

*006 

83 i 

7 

+ 0,2 

085 

165 

243 

321 

398 

475 

551 

626 

701 

776 

7 Y 

8 


850 

923 

996 

*069 

*141 

*212 

*283 

*363 

*423 

*493 

71 

9 

+ 0.3 

562 

630 

699 

766 

833 

900 

967 

*033 

♦098 

*163 

67 r 

i 
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1 


apt 


X 



1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

d 

OD 

1,0 

000 

057 

113 

167 

220 

272 

323 

372 

420 

466 

52 

1 


511 

555 

598 

639 

679 

718 

755 

791 

826 

859 

39 

2 


891 

922 

952 

980 

•007 

•032 

*057 

•080 

•102 

*123 

25 

3 

1,1 

142 

161 

178 

194 

208 

222 

234 

244 

254 

263 

14 

4 


270 

277 

282 

286 

289 

291 

292 

291 

290 

297 

2 

5 


284 

279 

273 

267 

259 

250 

240 

230 

218 

205 

9 

6 


191 

177 

161 

145 

128 

109 

091 

071 

049 

028 

19 

7 


005 

•982 

•958 

*933 

*907 

•881 

•854 

•825 

*796 

•767 

26 

8 

1,0 

737 

706 

674 

642 

609 

575 

541 

506 

471 

435 

34 

9 


398 

360 

322 

284 

245 

206 

165 

125 

083 

042 

39 

1,0 


0000 

•9575 •9145 

•8711 

•8273 

*7830 

*7383 

*6933 

*6478 

*6020 

443 

1 

0,9 

5568 

5092 

4623 

4151 

3676 

3197 

2715 

2231 

1743 

1253 

479 

2 


0760 

0265 

*9767 

•9268 

•8765 

•8261 

*7755 

*7247 

*6737 

*6225 

504 

3 

0,8 

5711 

5196 

4679 

4161 

3642 

3122 

2600 

2078 

1554 

1030 

520 

4 


0504 

•9978 •9452 

*8925 

*8397 

♦7868 

*7340 

*6812 

*6283 

*5754 

529 

5 

0,7 

5225 

4696 

4167 

3639 

3111 

2583 

2055 

1527 

1000 

0474 

528 

6 

0,6 

9948 

8423 

8899 

8376 

7853 

7331 

6810 

6291 

5772 

5253 

622 

7 


4737 

4222 

3708 

3196 

2685 

2175 

1667 

1160 

0654 

0150 

510 

8 

0,5 

9648 

9147 

8649 

8152 

7656 

7163 

6671 

6182 

5694 

5203 

493 

9 


4724 

4242 

3762 

3284 

2808 

2335 

1864 

1394 

0927 

0462 

473 

2,0 


0000 

•9540 

•9082 

*8626 

*8173 

*7722 

*7273 

*6827 

*6384 

*5943 

451 

1 

0,4 

5504 

5068 

4634 

4202 

3774 

3348 

2924 

2503 

2084 

1668 

426 

2 


1255 

0844 

0436 

0030 

*9627 

*9227 

*8830 

*8435 

*8042 

*7652 

400 

3 

03 

7265 

6881 

6499 

6120 

5744 

5371 

5000 

4632 

4266 

3903 

373 

4 


3543 

3186 

2831 

2479 

2129 

1783 

1439 

1098 

0759 

0423 

348 

5 


0090 

*9759 

•9431 

*9106 

*8783 

♦8464 

*8147 

*7832 

*7520 

*7210 

319 

6 

0,2 

6903 

6599 

6297 

5998 

5702 

5408 

5117 

4828 

4642 

4258 

294 

7 


3977 

3698 

3422 

3148 

2877 

2609 

2343 

2079 

1818 

1559 

268 

8 


1303 

1049 

0798 

0549 

0302 

0057 

*9815 

*9575 

*9338 

*9103 

245 

9 

0,1 

8870 

8640 

8412 

8186 

7962 

7740 

7521 

7304 

7090 

6878 

222 




■■ 

1 

2 

3 

4 

6 

6 

7 

8 

9 

d 

0,0 

L6 

449 

212 

*981 

*766 

*537 

*324 

*115 

*•912 

••715 

**621 

213 

1 

L4 

333 

149 

*970 

*794 

•623 

*456 

*292 

*132 

*•976 

**823 

167 

2 

L2 

674 

528 

386 

245 


*973 

*842 

*713 

•687 

*484 

134 

3 

1,1 

343 

224 

108 

*993 

*882 

*772 

*664 

mmM 



EESa 

4 


264 

156 

059 

*965 

*872 

*781 

*691 

*603 

•517 

*432 

91 

5 


348 

266 

185 

106 


*951 

*876 


•727 

*665 

76 

6 


584 

615 

446 

378 

312 

246 

181 

118 

055 

*993 

66 

7 

0,7 

932 

872 

813 

755 

698 

641 

585 


476 

422 

57 

8 


370 

318 

266 

216 

166 

117 

mSm 


•973 

*926 

49 

9 1 


880 

834 

789 

745 


658 

615 

573 

531 


43 
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Wenn und 

When and 


P + ± » 


ist, gilt 
we have 


>F(^) = |ln[^r(^+l)J + i- 


In + 


2^ 


4- 

12 ^ 



1 ^ i 


\z Z+l) 

* 90 ’ 

U® 4+i)v 


1 

iWz* 


jff(0) = -(7, qy(n) = -rr4-i + Y + Y + ---+ ^(-m) = oo 

W(-0,b) = -C-2 1n2 = -In 4y = - 1,963 510 026 
lF(-0,6±n) = -ln4y + 2(l + | + | + ...+ 

W{z)=^n^-l)+ lF(^ + n)=^(^) + -^^-+4--f...+ 4-- 

W(z — n) = W{z) — 1 — - i-- ^ 

^ ^ z z — 1 z — « -|- 1 

1P(— 2 ) = ^s[z— 1) -f 51 ctg 7CZ — 0,25) = lP(w — 0,75) -f ?r 

’F(— 0,5 + ^) = 5F(— 0,5 — ^!) + 5itg5t^ W(—n — 0,15)= W{n — 0;2b} — 7 t 



Fig. 9. Logarithm of the factorial function and its derivatives. 



II. Die Fakultat. 

II* Factorial fanction. 


6. Die Ableitung der logarithmischen Ableitung. 
6. The derivative of the logarithmic derivative. 


r(e) = V — ? 

^ ^ ^ («+»')» 


- und i«+ cril+ 

When ^»1 and <» + ± ® we’ hive 


£s sei 
Let 


= J_ I J L-L 

>p'(0) = f = 1,644 934 067 

*F'(-0,5) = -p = 4,934 802 201 

lF'(M-0,5) = ^_4/'-l + ± + i.+ , 1 \ 

'^2 u> + 3» +-65- +•••+ -(27111)1 j 

2 -*-4^1.+ 8. + -5r4----+^27irT)i-) 

^lun W' (n - 0,5) = 0, lim W'(—n- 0,5) = ;r* 

W-^-oo 

(«—!)= qt'(e) + -L^ w(e—l)+ )* 

^ \Bm jtzJ 

«^'(-0,5 + ^r)+ w'{-0,b-g) = /-i ? Y 

^ \COB^Z/ 

0. Bestimmte Integrale. 

0. Integrals, 
sei ^ 

et e = x+ttf, w — u + iv. 


r* - 1 

M > 0, n 

o 

A 

J Z + l *+1 > 

0 “TT* 

x> — 

1 

W '* 

90 1 




x>~ 

1 

0 0 

OU 



J (21/7)*-^i j.,' 

u > 0, 

X > — 1 

2 • 

1 



CtUl — tYdt = 

0 

X> — 1, 

, M > — 


00 

M 


’ <* — e — 2)! 

(1 + 0®“' (w — 1)! ' 


* > — 1, u > 0 
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a 



iw > — 1 
n > — 1 



1 

(c>0. 

0 


m>0 


Lelirbllelier: | Text-books: 

a) N. Nielsen, Gammafunktion (Leipzig 1906 bei Teubner). 326 Seiten. 

b) 0. SchltSmilch, Compendium der hoberen Analysis 11 (4. Anfl. Braunschweig 1896). 

S. 246— 286, . . . 

c) Ser ret- Scheffer 8 II, Integralrechnung (3. Aufl., Leipzig 1907 bei Teubner). 
S. 192—260. 

d) E. T. Whittaker and G. N. Watson, Modern Analysis (4. ed. Cambridge 1927 
at the University Press), p. 236—264. 

e) L. M, Milne-Thomson, Finite Differences (London 1933 bei Macmillan , p. 241—271. 


Genauere Tafeln: j More-flgnre tables; 

a) C. F. Degen, Tabularum ad faciliorem etc. (Havniae 1824). 18 stellige Logarithmen 
der Fakultafcen der ganzen Zahlen bis 1200. Abgedruckt in den Tracts for Computers, 
Nr. VIII (Cambridge 1922, University Press). 

b) A.-M. Legendre, Tables of the logarithms of the complete F-function to twelwe 
figures. — Tracts for computers. Nr. IV (Cambridge 1921, University Press) 10 Seiten. 
Gibt log,o.r! init 12 Dezimalen ftir 0,000... 1,000 in Schritten 0,001. 

c) K. Hay ash i, Sieben- und mehrstellige Tafeln usw. (Berlin 1926 bei Springer) geben 
logioo;! fur a; = 0, 0001 ... 1,0000 und 1,01 ... 2,00 mit 10 bis 8 Dezimalen und a;! 
mit 8 Dezimalen fiir x = — 6,00 . . . 0,00 und 0,000 . . . 1,000 und 1,00 . . . 4,00. 

(1) G. Cass inis, Atti del’ Ist, Naz. delle Assic., vol.ll (Rom 1930) gibt xl mit 7 Dezi- 
malen fiir X = 0,000 . . . 1,060; mit 6 geltenden Stellen fiir — 0,9 ... -f 9,9 ; femer W{x) 
mit 7 Dezimalen fiir x = 0,00 . . . 1,00; mit 4 Dezimalen fiir x = 0,9 . . . + 

e) Br it. A 8 8. A d V. S c. Mathematical tables, vol. I (London 1931) geben .i ! 12 8tellig 


x = 0,01 . . . 1,00; ferner l+Jlog.jt! dt lOstellig; ferncr A„{x) = ^ 


9 ... 13 7 ... 13 Btellig 


- a: = 0,01 .. . 1,00 und 

a; = 10,1 . . . fi0,O. 


f) IngeborgGinzel, Acta math. 56 (1931), S. 27.3-364, gibt (a + ti/)! Ostellig fiiv 
* = — 0,6 ; 0,0 . . . + 9,6 ; 10,0 und y = 1, 2, ... 10 und andere Werte. 

g) K. Pearson, Tables of the incomplete r-function (London 1922) 164 Seiten. Aus- 
gedebnte Tafel, 7 stellig. 
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II. Die Fakultat. 

II. Factorial function. 


h)H. T. Dayia, Tables of higher mathematical fanotions, vol. I (Bloomington 1934, 



Bereich 

Schritt 


Dezimalen 




logic 

,z! 

0,00 

... —11,00*) 

0,01 

15 

16 

0,0000 

... 0,1000*) 

0,0001 

10 

10 

0,000 

... 1,000*) 

0,001 

12 

10 

0,00 

. . . 1,00 

0,01 

20 

18 

1,00 

. . . 10,00 

0,01 

12 

— 

1,00 

. . . 19,00 

0,02 

— 

12 

— 0,6 

, . . 99,0 

0,5 

— 

16 

10,0 

. . . 100,0 

0,1 

12 

— 

99 

... 449 

1 


10 


*) ferner und mit 10 Dezimalen. 

1 1 




==P(r,0) + iQ(r,e) 


iS 6 \ 160“. 
i) . . . Tol. II (1»35): 

^ y. qr(») iffCi) 

0,0 ... — 10 , 0 *) 0,1 10 10 10 12 

0,00 . . . 1 , 00 *) 0,01 12 12 12 12 

1.00 . . . 4,00 0,01 12 12 16 14 

4.00 . . . 20,00 0,02 10 10 16 16 

20,0 . . . 100,0 0,1 16 17 Jg 19 

*) ferner die Logarithmen von 9^, mit 10 Desimsden. 

k)K. Pearson, Tables of the incomplete Beta-Function (Cambridge 1934, Biometrika), 
69 + 494 Seiten, gibt 

Jx(p. 

mit 7Dezimalen in Schritten 0,01 von iC fttr p, 3 = 0,6 ; 1,0; 1,6; ... 11,0; 19; 13; ... 
49; 50 und dazu: passend 


7. Die unvollstandige Fakultat. 

7. The incomplete factorial function. 
y 

J e~‘i‘dt= (x,y)\, (x,(x>)\ = xl 


(a;, y ) ! _ 

(ie,oo)! (a:+l)! 
(a!4-w,y)! _ (a;, y)i 
00 )! (a:, bo)! 




y *+1 , y’ y* «+! 

I! *+2'^ 2! a! + 8 + 


(a;— n,y)! 
(x—n,oo) 


g Vyx+l , y I y* , J \ 

(x 4- 1) I. \ X+ 2 ^ (x+ 2) (x+ 3) ■' '■ (x +. 2) (X + 3) . . . (x 4- «)/ 

_ (x,y)! , e~vy» /^ , .x , x(x— 1) , , x{x— l)...(x— n4-2)\ 

! (x,oo)!^ x! ^ ^ I ;■ 


III. Fehlerintegral und verwandte Funktionen. 
III. Error integral and related fanctionB. 
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{x, x+z)\ _ T{x + 1, <a; + 1) + U— D) ^ in der x,z - Ebene. 

(.r, 00)1 “ r(a; + l, oo) in the plane. 


III. Fehlerlntegral und verwandte Funktionen. 
in. Error integral and related functions. 


1. Die Punktion -E,(a:) wird definiert 
durch 


!• The function denned by 


r r ^ a**) ! r(^,xA 

-\E^{x)= I e-‘’‘dt = - / e-’v^-^dv=~ L = Al > 

n ^ t/ w n ' 


»0 CO 00 03 OrHOaCO^ 
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III. Fehlerintegral und Terwandte Funktionen. 
III. Error integral and related functions. 


so daB 


K (oo) = 1 , K {x) = l — e-* \ ! e;, (x) = e-*". 


! I!(x) = x _ -L , _ 

” ^ 2 !( 2 » i -|- 1 ) 3 !( 3 w + 1 )'^ ‘ 

£1^ r 1 - ^ - U( 2w- 1) («-1)(2 m-1)(3»»-1), -1 

n L n\ n „a;.-iL nx'‘ + («*«)» + J* 

Die spezieHe Punktioa E, (x) == 0(x) The special function E, (x) = ^(x) 
heiBt das Pehlenntegral. is called the error integral. 

2. Die Ableitungen des Fehler- 2. The derivatives of the error 
integrals: integral: 


® n + i ( a :) 


i(a:)[(-a;)»- 


0,(x) = :^e- 

Y^r 


. n rLipl (~xY-^+ ^ (^-mu~2)(n-Z) 

4 V / ' Qft 




Fehlerintegral. Error integral. 



0,0 0.0 
1 0,1 
2 0,2 
3 0,3 


5 0,96 

6 0,97 

7 0,98 

8 

9 0.99 

2.0 0.995 
1 0,997 
, 2 0,998 
I 3 

4 0,999 

5 

6 

7 

8 0,9999 


000 113 

125 236 

227 335 

286 389 

284 380 

205 292 

039 117 

778 847 

421 480 

969 *019 

427 468 

802 835 

103 130 

340 361 

23 39 

61 73 

63 72 

38 44 

91 95 

28 31 

32 52 

02 15 

14 22 

86 91 

31 35 

59 61 

76 78 

87 87 

25 29 

59 61 


*013 113 
•118 111 
*183 106 
*187 , 100 




III. Pehlerintegml und verwandte Funktionen. 
III. Error integral and related functions. 





III. Die Ableitungen des Fehlerintegrals. 
III. The derivatives of the error integral. 


X 


$2 (: n ) : 2 



(X) : 16 

^0 (^) = 32 

0,00 

+ 1,1284 

- 0,0000 

- 0,5642 

+ 0,0000 

+ 0,8463 

- 0,0000 

0,01 

+ 1,1283 

! - 0,0113 

- 0,5640 

+ 0,0169 

+ 0,8459 

- 0,0423 

0,02 

+ 1,1279 

- 0,0226 

- 0,5635 

+ 0,0338 

+ 0,8446 

- 0,0845 

0,03 

+ 1,1274 

“ 0,0338 

- 0,5627 

+ 0,0507 

+ 0,8425 

- 0,1267 

0,04 

+ 1,1266 

- 0,0451 

- 0,5615 

+ 0,0675 

+ 0,8395 

- 0,1686 

0,05 

+ 1,1256 

- 0,0663 

- 0,5600 

+ 0,0843 

+ 0,8357 

- 0,2103 

0,06 

+ 1,1243 

- 0,0676 

- 0,5581 

+ 0,1009 

+ 0,8311 

- 0,2518 

0,07 

+ 1,1229 

- 0,0786 

- 0,5559 

+ 0,1175 

+ 0,8257 

” 0,2928 

0,08 

+ 1,1212 

- 0,0897 

- 0,5634 

+ 0,1340 

+ 0,8194 

- 0,3335 i 

0,09 

+ 1,1193 

- 0,1007 

- 0,6506 

+ 0,1503 

+ 0,8123 

- 0,3737 1 

0,10 

f 1,1172 

- 0,1117 

1 - 0,6474 

+ 0,1665 

+ 0,8045 

- 0,4134 

0,11 

+ 1,1148 

- 0,1226 

- 0,5439 

+ 0,1825 

+ 0,7958 

- 0,4525 

0,12 

+ 1,1122 

- 0,1335 

- 0,5401 

+ 0,1983 

+ 0,7864 

- 0,4909 

0,13 

+ 1,1095 

- 0,1442 

- 0,5360 

+ 0,2139 

+ 0,7762 

- 0,5287 

0,14 

+ 1,1065 

- 0,1549 

- 0,5316 

+ 0,2293 

+ 0,7652 

- 0,5658 

0,15 

+ 1,1033 

- 0,1655 

- 0,5268 

+ 0,2445 

+ 0,7535 

- 0,6021 

0,16 

+ 1,0999 ! 

- 0,1760 

- 0,5218 

+ 0,2595 

+ 0,7411 

- 0,6375 

0,17 

+ 1,0962 

- 0,1864 

- 0,5164 

+ 0,2742 

+ 0,7280 

- 0,6721 

0,18 

+ 1,0924 

- 0,1966 

- 0,5108 

+ 0,2886 

+ 0,7143 

- 0,7057 

0,19 

+ 1,0884 

“ 0,2068 

- 0,5049 

+ 0,3027 

+ 0,6998 1 

- 0,7384 

0,20 

+ 1,0841 

- 0,2168 

- 0,4987 

+ 0,3166 

+ 0,6847 

- 0,7701 

0,21 

+ 1,0797 

- 0,2267 

- 0,4922 

+ 0,3301 

+ 0,6690 

- 0,8007 

0,22 

+ 1,0761 

- 0,2365 

- 0,4855 

+ 0,3433 

+ 0,6527 

- 0,8302 

0,23 

+ 1,0702 

- 0,2462 

- 0,4785 

+ 0,3562 

+ 0,6358 

” 0,8587 

0,24 

+ 1,0652 

- 0,2557 

- 0,4713 

+ 0,3688 

+ 0,6184 

” 0,8859 

0,25 

+ 1,0600 

- 0,2650 

- 0,4638 

+ 0,3809 

+ 0,6004 

- 0,9120 

0,26 

+ 1,0546 

- 0,2742 

- 0,4560 

+ 0,3928 

+ 0,5819 

- 0,9368 

0,27 

+ 1,0490 

- 0,2832 

- 0,4480 

+ 0,4042 

+ 0,5629 

- 0,9604 

0,28 

+ 1,0433 

- 0,2921 

- 0,4399 

+ 0,4153 

+ 0,5435 

- 0,9827 

0,29 

+ 1,0374 

- 0,3008 

- 0,4314 

+ 0,4260 

+ 0,5236 

- 1,0038 

0,30 

+ 1,0313 

- 0,3094 

- 0,4228 

+ 0,4362 

+ 0,5034 

- 1,0235 

0,31 

+ 1,0250 

“ 0,3177 

- 0,4140 

+ 0,4461 

+ 0,4827 

- 1,0418 

0,32 i 

+ 1,0186 

- 0,3259 

- 0,4050 

+ 0,4555 

+ 0,4617 

- 1,0588 

0,33 i 

+ 1,0120 

- 0,3339 

- 0,3958 

+ 0,4646 

+ 0,4404 

- 1,0744 

0,34 

+ 1,0052 

“ 0,3418 

- 0,3864 

+ 0,4731 

+ 0,4187 

- 1,0887 

0,36 

+ 0,9983 

- 0,3494 

- 0,3769 

+ 0,4813 

+ 0,3968 

- 1,1015 

0,36 

i + 0,9912 

- 0,3568 

- 0,3671 

+ 0,4890 

+ 0,3747 

- 1,1129 

0,37 

1 + 0,9840 

- 0,3641 

- 0,3573 

+ 0,4963 

+ 0,3523 

- 1,1229 

0,38 

! + 0,9767 

- 0,3711 

- 0,3473 

+ 0,5031 

+ 0,3298 

- 1,1315 

0,39 

+ 0,9692 

- 0,3780 

- 0,3372 

+ 0,5095 

+ 0,3071 

- 1,1387 

0,40 

+ 0,9615 

- 0,3846 

- 0,3269 

+ 0,5164 

+ 0,2842 

- 1,1445 

0,41 

+ 0,9538 

- 0,3911 

- 0,3166 

+ 0,5208 

+ 0,2613 

- 1,1488 

0,42 

+ 0,9459 

- 0,3973 

” 0,3061 

+ 0,5258 

+ 0,2383 

- 1,1518 

0,43 

+ 0,9379 

- 0,4033 

- 0,2955 

+ 0,5304 

+ 0,2152 

- 1,1533 

0,44 

+ 0,9298 

“ 0,4091 

- 0,2849 

+ 0,5344 

+ 0,1922 

- 1,1534 

0,45 

+ 0,9215 

- 0,4147 

- 0,2742 

+ 0,5381 

+ 0,1691 

- 1,1522 

0,46 

+ 0,9132 

- 0,4201 

- 0,2634 

+ 0,5412 

+ 0,1461 

- 1,1496 

0,47 

+ 0,9047 

- 0,4252 

- 0,2525 

+ 0,5439 

+ 0,1231 

- 1,1457 

0,48 

+ 0,8962 

- 0,4302 

- 0,2416 

+ 0,5461 

+ 0,1003 

- 1,1404 

0,49 

+ 0,8875 

- 0,4349 

- 0,2307 

+ 0,5479 

+ 0,0775 

” 1,1338 

0,50 

+ 0,8788 

- 0,4394 

' + 0,2197 

+ 0,5492 

+ 0,0549 

” 1,1259 



III. Die Ableitungen des Fehleriategrals. 
HI. The derivatives of the error integral. 
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IIL Die Ableitangen des Fehlerintegrals. 
III. The derivatiYes of the error integral. 


X 

< S ,( x ) 

( x ) : 2 

®,(ap):4 j 


0 , { X ) : 16 

0 c (. x ) : 32 

1,00 

+ 0,4151 

- 0,4151 

+ 0,2076 

+ 0,2076 

“ 0,5189 

+ 0,1038 

liOl 

+ 0,4068 

- 0,4109 

+ 0.2116 

+ 0,1972 

“ 0,6166 

+ 0,1273 

1,02 

+ 0,3987 

- 0,4066 

- f - 0,2154 

+ 0,1869 

“ 0,5138 

+ 0,1503 

1,03 

+ 0,3906 

- 0,4023 

+ 0,2191 

+ 0,1766 

“ 0,5106 

+ 0,1726 

1,04 

+ 0,3826 

- 0,3979 

+ 0,2225 

+ 0,1665 

“ 0,5069 

+ 0,1942 

1,05 

+ 0,3747 

- 0,3934 

+ 0,2257 

+ 0,1564 

“ 0,5028 

+ 0,2152 

1,06 

+ 0,3668 

- 0,3889 

+ 0,2288 

+ 0,1464 

“ 0,4983 

+ 0,2355 

1,07 

+ 0,3591 

- 0,3843 

+ 0,2316 

+ 0,1364 

- 0,4934 

+ 0,2650 

1,08 

+ 0,3515 

- 0,3796 

+ 0,2342 

+ 0,1266 

“ 0,4881 

+ 0,2739 

1,09 

+ 0,3439 

- 0,3749 

+ 0,2367 

+ 0.1169 

“ 0,4824 

+ 0,2920 

1,10 

+ 0,3365 

- 0,3701 

+ 0,2389 

+ 0,1073 

“ 0,4764 

+ 0,3094 

1,11 

+ 0,3291 

- 0,3653 

+ 0,2410 

+ 0,0979 

“ 0,4701 

+ 0,3260 

1,12 

+ 0,3219 

- 0,3605 

+ 0,2428 

+ 0,0885 

“ 0,4634 

+ 0,3419 

1,13 

+ 0,3147 

- 0,3556 

+ 0,2445 

+ 0,0793 

“ 0,4564 

+ 0,3570 

1,14 

+ 0,3076 

- 0,3507 

+ 0,2460 

+ 0,0703 

“ 0,4491 

+ 0,3714 

1,15 

+ 0,3007 

- 0,3458 

+ 0,2473 

+ 0,0614 

“ 0,4415 

+ 0,3850 

1,16 

+ 0,2938 

- 0,3408 

+ 0,2484 

+ 0,0526 

“ 0,4337 

+ 0,3979 

1,17 

+ 0,2870 

- 0,3358 

+ 0,2494 

+ 0,0440 

“ 0,4256 

+ 0,4099 

1,18 

+ 0,2804 

- 0,3308 

+ 0,2502 

+ 0,0356 

“ 0,4173 

+ 0,4212 

1,19 

+ 0,2738 

- 0,3258 

H - 0,2508 

+ 0,0273 

“ 0,4088 

+ 0,4318 

1,20 

+ 0,2673 

- 0,3208 

+ 0,2513 

+ 0,0192 

“ 0,4001 

+ 0,4418 

1,21 

+ 0,2610 

- 0,3158 

+ 0,2516 

+ 0,0113 

“ 0,3911 

+ 0,4506 

1,22 

+ 0,2547 

- 0,3107 

+ 0,2518 

+ 0,0036 

“ 0,3820 

+ 0,4589 

1,23 

+ 0,2486 

- 0,3057 

+ 0,2518 

- 0,0039 

“ 0,3728 

+ 0,4664 

1,24 

+ 0,2425 

- 0,3007 

+ 0,2516 

- 0,0113 

“ 0,3634 

+ 0,4732 

1,25 

+ 0,2365 

- 0,2957 

+ 0,2513 

- 0,0185 

“ 0,3539 

+ 0,4793 

1,26 

+ 0,2307 

- 0,2906 

+ 0,2509 

- 0,0255 

“ 0,3442 

+ 0,4846 

1,27 

+ 0,2249 

- 0,2856 

+ 0,2503 

- 0,0322 

“ 0,3345 

+ 0,4893 

1,28 

+ 0,2192 

- 0,2806 

+ 0,2496 

- 0,0388 

“ 0,3247 

+ 0,4932 

1,29 

+ 0,2137 

- 0,2756 

+ 0,2487 

- 0,0452 

- 0,3148 

+ 0,4965 

1.30 

i + 0,2082 

- 0,2707 

+ 0.2478 

- 0,0514 

“ 0,3048 

+ 0,4991 

1,31 

+ 0,2028 

- 0,2657 

+ 0.2467 

- 0,0574 

“ 0,2948 

1 - 0,5010 

1,32 

+ 0,1976 

- 0,2608 

+ 0,2455 

- 0,0632 

“ 0,2848 

+ 0,5023 

1,33 

+ 0.1924 

- 0,2559 

+ 0,2442 

- 0,0688 

“ 0,2747 

+ 0,5030 

1,34 

+ 0,1873 

- 0,2510 

+ 0,2427 

- 0,0742 

“ 0,2646 

+ 0,5030 

1,35 

+ 0,1824 

- 0,2462 

+ 0,2412 

- 0,0794 

“ 0,2546 

+ 0,5025 

1,36 

+ 0,1775 

- 0,2414 

+ 0,2395 

- 0,0844 

- 0,2445 

+ 0,5014 

1,37 

+ 0,1727 

- 0,2366 

+ 0,2378 

- 0,0892 

“ 0,2345 

+ 0,4997 

1,38 

+ 0,1680 

- 0,2319 

+ 0,2360 

- 0,0938 

“ 0,2246 

+ 0,4974 

1,39 

+ 0,1634 

- 0,2272 

+ 0,2341 

- 0,0982 

“ 0,2146 

+ 0,4947 

1,40 

+ 0,1589 

- 0,2225 

+ 0,2321 

- 0,1024 

“ 0,2048 

+ 0,4914 

1,41 

+ 0,1545 

- 0,2179 

+ 0,2300 

- 0,1064 

“ 0,1950 

+ 0,4876 

1,42 

+ 0,1502 

- 0,2133 

+ 0,2278 

- 0,1102 

“ 0,1853 

+ 0,4834 

1,43 

+ 0,1460 

- 0,2088 

+ 0,2256 

- 0.1138 

“ 0,1757 

+ 0,4787 

1,44 

+ 0,1419 

- 0,2043 

+ 0,2233 

- 0,1172 

“ 0,1661 

+ 0,4736 

1,45 

+ 0,1378 

- 0,1999 

+ 0,2209 

- 0,1204 

“ 0,1567 

+ 0,4681 

1,46 

+ 0,1339 

- 0,1955 

+ 0,2184 

- 0,1235 

“ 0,1474 

+ 0,4621 

1,47 

+ 0,1300 

- 0,1911 

+ 0,2159 

- 0,1263 

“ 0,1382 

+ 0,4558 

1,48 

+ 0,1262 

- 0,1868 

+ 0,2134 

- 0,1290 

“ 0,1292 

+ 0,4492 

1,49 

+ 0,1225 

- 0,1826 

+ 0,2108 

- 0,1315 

- 0,1203 

4 - 0,4422 

1,50 

+ 0,1189 

- 0,1784 

+ 0,2081 

- 0,1338 

- 0,1115 

4 - 0,4348 





III. Die Ableitungen dee Fehlerintegrals. 
III. The derivatives of the error integral. 
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III. Fehlerintegral und yerwandte Funktionen. 
III. Error integral and related functions. 


8. Die Funktionen des 

parabolischen Zylinders genugen 
der Differentialgleichung 


8, Tlie functions of the 

parabolic cylinder satisfy the differ- 
ential equation 


-f Y 



=: f) 


und konnen mittels der Herniiteschen 
P 0 1 y n 0 m e Hn{x) dargestellt werden, 
die man aus 


and may be represented by means of 
the Hermite polynomials which we 
obtain from 


e ^ E„(x) {-~y e 


erhalt : 

iro=i 

Hi=x 


1 where: 

= ir,=a;«-ir>a:^+45a:“-15 

irj = xs-10a:*+16a: = 105a.3-105a; 


= xH„ - E = xH„ — nH„-i, 
H:- xH: + M J5r„ = 0. 

1" 

(Z) == H„ (x) , f i>^{x) dX = l. 

YniiTiv 


feTaf 


0 


m 



1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

d 

0,0 

0,0 

000 

100 

200 

300 

400 

500 

601 

701 

802 

902 

100 

1 

0,1 

003 

104 

206 

307 

409 

511 

614 

717 

820 

923 

102 

2 

0,2 

027 

131 

236 

341 

447 

563 

660 

767 

875 

983 

106 

3 

0,3 

092 

202 

313 

424 

536 

648 

762 

876 

991 

*107 

112 

4 

0,4 

224 

342 

461 

580 

701 

823 

946 

*070 

*196 

*322 

122 

5 

0,5 

450 

579 

709 

841 

974 

*109 

*245 

*382 

*522 

*662 

136 

6 

0,6 

806 

949 

*095 

*243 

*393 

*544 

*698 

*853 

**011 

**171 

151 

7 

0,8 

333 

497 

664 

833 

*005 

*179 

*356 

*536 

*718 

*903 

174 

8 

1,0 

091 

282 

477 

674 

875 

*079 

*287 

*498 

*713 

*932 

204 

9 

1,2 

155 

382 

613 

848 

*088 i 

*332 

*581 

*835 

**093 

?'*357 

244 

1,0 

1, 

463 

490 

518 

547 

576 

606 

636 

667 

699 

731 

30 

1 


765 

799 

833 

869 

905 

942 

980 

*019 

*059 

*099 

37 

2 

2, 

141 

184 

228 

272 

318 

365 

414 

463 

514 

566 

47 

3 


620 

675 

731 

789 

848 

909 

972 

*037 

*103 

*171 

61 

4 

3, 

241 

313 

387 

463 

542 

622 

706 

791 

879 

970 

80 

5 

4, 

063 

159 

269 

361 

467 

576 

688 

803 

923 

*046 

108 

6 

5, 

174 

305 

441 

581 

726 

876 

*030 

*190 

*356 

*527 

160 

7 

6, 

704 

887 

*076 

*272 

*475 

*685 

*903 **128 

**362 

**604 

212 

8 

10 x 0, 885 

911 

938 

966 

995 

*025 

*057 

*089 

*123 

*158 

30 

9 

10 x 1, 194 

232 

270 

311 

354 

398 

443 

491 

540 

592 
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III. FeMerintegral und verwandte FuElctionen. 
III. Error integral and related fnnctiona. 
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Rg. 13 . Die Fnnktionen des paraboliacKen Zylinders. 
Fig. 13 . The fanctions of the parabolic cylinder. 




HI. Fehlerintegral und verwandte Funktionen. 
HI. Error integral and related functions. 


Asymptotische Darstellung: 

/ 


i I Asymptotic expansion: 

n{n — 1) M(n — 1)(« — 2)(»t — 3) 

I 2.4a:< " 


Die Funktionen kSnnen mit The functions ipnC^) can be com- 

Hilfe der Tafel filr die Ableitungen <Sn(a:) puted from the tables of the derivatives 
des Fehlerintegrals berechnet werden; 0„(x) of the error integral: 






0 + 0,631 619 

1 - 0,893 244 

2 + 0,893 244 


3 ^ 0,729 331 

4 + 0,515 715 

5 - 0,326 166 

6 + 0,188 312 


0,7799 

0,7638 

0,7154 

0,6386 

0,5431 



0,6192 

0,5500 

0,4529 

0,3915 

0,4102 




III. Fehlerintegral uud verwandte Funktionen. 
III. Error integral and related functions. 
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e retd): 


vTi 

^g^meniwinkel befa-a^ I 
1“®^®“ O' ^ r\^P' ®'® 

i 




y^~i{i)dt. 


The argument anrie . , 

.<f . , 2 “ I'adians. 

„„f.,.®® Sanction of • 

P^ai (^ j ^es „Comu'g 

^e ttreo coordiiate r>i T^®j'®®*ien8 on 
0(^), P^««es are Cornu'? 



W. Die 






Fig. 16 . Die Comusche Spirale. 
Fig. 16 . Cornu's spiral. 
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III. FehleriEtegral and verwandte i'unJrtionen. 
Ill Error integral and related functions. 


Bei der Oomuseiien Spirale (Spinn- 
iinie, Klothoide) ist u die Bogenlange 

= ^ (JR = Kriimmungsradius). Der 

Tangentenwinkel betragt si Badiant = 
Becbte, 2/, Die 

Kriimmung ist proportional der Bogen- 
lange. 

6. Die NachwirJcungsfunk- 
iion ist 


In the spiral of Cornu (Clothoi^ 
u is the length of arc = {E = radi'^^ 

of curvature). The angle of tangent 
z radians = right angles, 2^ 

^7tzW‘^ 1. The curvature increased 
proportionally to the length of arc. 

6*^) The after effect function is 


+00 

f{x,y) = 

-—00 


(Beispiel : x = Zeit, y konstant, /*= elek- 
trischer Nachwirkungsstrom eines ge- 
ladenen Xondensators.) 


(Example : % = time, y constant, eleC" 
trie after effect current of a charged 
condenser.) 



Fig. 17. Die Kaohwirkungsfunktion in logarithmischer Auftragung. 
Fig. 17. The after effect function on a logarithmic scale. 


1) E.W. Wagner, Ahn. Phys, (4) 40 (1913), 8. 633. — Elektroteclm. Zeitschrift 84 
(1918), 8. 1280. 


in. FeWerintegral nnd verwaadte Funktionen. 
III. Error integral and related functions. 
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in. Fehlerintegral und verwandte Funktionen. 
III. Error integral and related functions. 


Omaue^e Tafeln: More-figure tables: 

00 

a) A. A. Markoff, Tables des valeurs de I’int^grale (St. Petersburg n. Leipzig 

X 

1888 bei Voss Sort.) ftir n = 0,001 , . . 3,000 nnd 3,01 . . . 4,80 mit 11 Dezimalen. 

b) B. Kilmpfe, Tafel des Integrals <P(y) (Leipzig 1893 bei Engebnann), fiir a; = 0,01 
. . . 3,00 mit 7 Dezimalen. 

c) J. Burgess, Tafeln des Feblerintegrals, Edinb. Trans., 3911, Nr. 9 (1898), 8.283— 321 
ftlr a; = 0,001 . . . 1,260 mit 9 Dezimalen und filr x = 1,001 . . . 1,600 und 1,602 . . . 3,000 
und 8,1 .. . 6,0 mit 16 Dezimalen. 

d) G. N. Watson, Bessel functions (Cambridge 1922 at the University press), p. 744/46 
gibt die Fresnelschen Integrale ffir = 0,6 . . . 60,0 mit 6 Dezimalen und fiir z = 0,02 
. . . 1,00 mit 7 Dezimalen. 

e) Brit. Ass. Adv. Sc. Mathematical tables, vol. I (London 1931), geben Funktionen 

a* 

JB[hn{x\ die durch wiederholte Integration von e * entstehen, 6- bis IS-stellig. 

X 

f) H, G. Dawson, On the Numerical Value of Proceedings of the London Math. 

0 

Soc. 29 II (1897/98), S. 619 — 622) ffir .r = 0,01 . . . 2,00 mit 6 Dezimalen. 


g) Rep. Brit. Ass. 1926, Oxford, geben die Fresnelschen Integrale mit 6 Dezimalen ffir 
z = a; = 0,l; 0,2; ... 19,9; 20,0. 

h) K. Pearson, Tables of the incomplete T-Funktion (London 1922), gibt unter der 
Beieichnung 

^7» = I(w,p), i.=l/naf, 


x = (uYp+^) 


,p+i 


n 

p+V 


E^{x) mit 7 Stellen in Schritten 0,1 von u auf p. 118 — 138 fiir 


p = -_0,96 —0,90 ... —0,05 —0,00 

^==20 10 ... 1,05.. 1,00 
und mit 5 Stellen in Schritten 0,1 von u auf p. 163, 164 fiir 


= — 1,00 —0,99 ... —0,76 —0,76 

^ = 100 ... 4,17.. 4,00 



lehrbttelier ; Text-booka : 

a) N. Nielsen, Integrallogaiithmus (Leipzig 1906 bei Teubner). 

b) Whittaker and Watson, Modem Analysis, 4. ed. (Cambridge 19271 n 847 86i 

(Funktionen des* paiabolisoben Zylinders). 

c) A. So m merfel d , Wellenmeohanischer Ergknzungsband (Braunschweig 1929) 8. 18 20 

nnd 57 — 62 (Funktionen des parabolischen Zylinders). * 



IV. Thetafuriktionen. 
IV. Theta-functions. 
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IV. Thetafunktioneii. 

IV. Theta -functions. 

1. Defini tion. 

Es sei 0 C < 1 Tind j Let 0 < < 1 and 

= 1 + 2g cos X + cos 2x + 2^® cos 3x + • • • 

#2 =2y q (cos y + q^ cos Sy + 2® cos 5y + cos 7 j/ + • • •). 

Ferner sei gesetzt | Put further 

-- = 1/ = 3tt;=yp, 3 = 6’*% X = -hlj, 

©•s (v — 0,5) = ■8' (v) , «■» (e — 0,5) = ■81 (») . 


Zuweilen ist folgende Schreibweise Sometimes the following manner of 
vorteilhaft: writing is advantageous: 

+00 

n — 30 

+ OU 

8 *(») = gtitn + l) ^inx 

n mm -—‘00 


Nuilstellen: ] Zeros; 

0 = #3(0,5 + 0,5 ?ci) = #(0,5^t) = #2(0,5) = #i(0). 

Der bier vorkonamende Winkel betrftgt The angle here met with, equals y 
y Eadianten oder v Gestreckte oder radians or v double right-angles or 
(> = 2 17 Rechte oder x 2 y halbe ^ = 2i; right-angles or x ^ 2y half- 
Radianten. radians. 


2. Umformungen. 

2. Transformations. 

1/N = qe*% 

und zur AbkHrzung stehe #,» fiir #„ (v). and for brevity write #„ for #n (^)* 
Dann gilt die folgende Tabelle. Then the following table holds. 
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IV. Thetafunkfcionen. 
IV. Theta-functions. 



1 «'3(«l) 




— V 


-O’ 


- 0 . ! 

V 0,6 

-O’ 


+0'. 

it ! 

v-\-i 0,6 X 




i M !)■ ! 

-f" “f" * 

iMd'^ 


2 M -O’ 

■V i 

®± 1 


-0 


if-. 

V -j- ^x 

A-d, 

— JV^O’ 



V — 1 — i% 

N», 

— JV^ 

-iv#. 1 

— ' iV 


sei | Let further 


Ttt* 


F = Ylce’‘, G = yxe’‘*‘, 

Tind es stehe fUr «•„(», »). | and write «■„ fc 


W^M 

x' 

«•,(»', x') 

fr(e',x') 


x' / 

^WBM 

1 

X 

F», 

& 

F’frj 

Fd' 

— iF#, i 


X 



' '■ ■' 

......... ,„ 


1 — ix 

yiGd- 

(x 'O’g 

yi(!»t 


1 + tx 

& 


]/>■«-, 

j 


8. Logarithmische Ableitung. 

, ^°S®*‘ithmic derivative. 

.i.3* , 

dhid'/dx) ©in * X 6in 2 *x ©in 8 

I 1 i 


dx 


rctg- 


4. Piir r=0 (statt ^,(0) schreibt 
man meist nur «■„) gilt 

=1t #^2^3, 


4. For «; = 0 (instead of (0) one 
usuaUy writes simply ff^) we obtain 
4- = #3^ 


- 33*+ Sgo- 73>*+ _...) 
^, = 22».»(1 + 2 *+ 2 '’+ 3 »+...) 

S'* = 1 + 23 + 23 *+ 23*4 


»-o = 1-23 + 23*-23»+ 




IV. Thetafunktionen. 
IV. Theta-functions. 


43 


— 2 1 — 3‘’g«-|-sv— -I 

1 — 3g‘-f6g« 

— = *2 1 +3»9»+5V -)-.. . 

•S', t + 9*+a“H — 

_^_Q *_ «-f 4g^-f 95'-^ 

S', 1 -i-‘2a-(-2 2*-f22“-f...‘ 

4- = 8 g ig*-\-9 q^ [-... 

S', 1 — 22-f-2g'‘ — 2 2®-| ... 


6. Differentialgl eiehungen. 
5. Differential equations. 


a“s„ 

a®* 


= 4jt 


iik 

d X 


(If)' = (^1 - I = 


'O'(v) 


6* Modulfunktion. 
0. Modular function. 




3.1 s Funktion von 


heifit elliptische Modulfunktion(g;~e^^*) 
Zxx einem j^egebenen A; = sin a findet 
xnan g, indem man 


s ■” JL -4** 8 ^ -f- 24 (g* 

I as function of 
T = ijc = ti + ^^2 

is called an elliptic modular function 
To a given ^ = sina we 
find q by computing 


2s 


1 — ]/ cos a 


1 -f- cos a 

■berecknet und damit | and therefrom 

q = s + 15s»+ 150si» + 170Ui" + 


Genauere Tafeln: I More-figura tables: 

K P. Adame^ {Smithsonian math, formulae (Washington 1922), S. 260 — 309, gibt 
lOstellig: M=rJP(<jp), die Jacobische Zetafunktion znw, mit A; = sin (9 

iT (0) V (0) 

fdr 180 » = 90 m/^= 1, 2, . . . 90 und 0 — 6», 10» . . . 80«, 81" . . . 89®. (Berechnet von 
B. L. H i p p i 8 1 e y.) 

b) H. Nagaoka und S. Sakurai, Table No. 1. (Tokyo 1922, Inst, of phys. and chem. 
res.) Logarithmen yon Null-Thetas, yon -d’-Quotienten, die vollstandigen elliptischen 
Integrate und Hilfstafeln mit 7 Dezimalen fiir 0,001 . . . 1,000. 
o) K. Haya 8 h i , Tafeln der Besselschen, Theta-, Kugel- und anderer Funktionen. 
(Berlin 1930 bei Springer.) Numeri der von Nagaoka und Sakurai berechneten 
Logarithmen mit 8 Dezimalen. 





IV. Thetafanktionen. 
IV. Tketa-ftmcfcions. 


1 




[Qyi 

36° 

45° 

54° 

63° 

72° 

81° 

2 «i 


0,0 

1,0000 

0,9970 

0,9874 

0,9712 

0,9471 

0,9135 

0,8680 

0,8052 

0,7152 

0,5694 

1,0 



0.1 

1,0000 

0,9970 

0,9881 

0,9725 

0,9497 

0,9178 

0,8744 

0,8147 

0,7290 

0,5898 

0,9 



0,2 

1,0000 

0,9975 

0,9899 

0,9766 

0,9572 

0,9300 

0,8931 

0,8424 

0,7691 

0,6494 

0,8 


0,3 

1,0000 

0,9982 

0,9927 

0,9831 

0,9689 

0,9493 

0,9223 

0,8853 

0.8318 

0,7429 

0,7 

£ 

0,4 

1,0000 

0,9991 

0,9961 

0,9911 

0,9836 

0,9732 

0,9592 

0,939710,9110 

0,8619 

0,6 


0,6 

1,0000 

1,0000 

1,0000 

1,0000 

1,0000 

1,0000 

1,0000 

0,9999 0,9992 

0,9956 

0,5 

1 


0,6 

1,0000 

1,001 

1,004 

1,009 

1,016 

1,027 

1,041 

1,060 

1,088 

1,131 

0,4 


0,7 

1,0000 

1,002 

1,007 

1,017 

1,031 

1,051 

1,078 

1,115 

1,168 

1,254 

0,3 

<S? 

0,8 

1,0000 

1,003 

1,010 

1,023 

1,043 

1,070 

1,107 

1,158 

1,231 

1,353 

0,2 



0,9 

1,0000 

1,003 

1,012 

1,028 

1,050 

1,082 

1,126 

1,186 

1,272 

1,417 

0,1 



1,0 

1,0000 

1,003 

1,013 

1,029 

1,053 

1,086 

1.132 

1,195 

1,286 

1,439 

0,0 



0,0 

0,0000 

aoooo 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

1,0 



0,1 

0,0000 

0,06206 

0,08804 

0,1084 

0,1260 

0,1419 

0,1566 

0,1700 

0,1810 

0,1843 

0,9 



0,2 

0,0000 

0,1226 

0,1739 

0,2140 

0,2488 

0,2804 

0,3098 

0,3368 

0,3597 

0,3698 

0,8 

^ 

0,3 

0,0000 

0,1801 

0,2555 

0,3145 

0,3657 

0,4123 

0,4560 

0,4968 

0,5335 

0,5563 

0,7 


0,4 

0,0000 

0,2332 

0,3308 

0,4073 

0,4736 

0,5343 

0,5917 

0,6467 

0,6989 

0,7413 

0,6 


0,5 

0,0000 

0,2805 

0,3980 

0,4900 

0,5700 

0,6436 

0,7139 

0,7827 

0,8517 

0,9200 

0,5 

I 


0,6 

0,0000 

0,3210 

0,4553 

0,5607 

0,6524 

0,7372 

0,8188 

0,9007 

0,9870 

1,085 

0,4 

3. 

0.7 

0,0000 

0,3535 

0,5015 

0,6176 

0,7188 

0,8129 

0,9041 

0,9972 

1,100 

1,227 

0,3 

*r 

0,8 

0,0000 

0,3773 

0,5353 

0,6592 

0,7675 

0,8682 

0,9669 

1,069 

1,184 

1,337 

0,2 



0,9 

0,0000 

0,3918 

0,5559 

0,6847 

0,7973 

0,9022 

1,005 

1,113 

1,237 

1,407 

0,1 



1,0 jO.OOOO 

0,3967 

0,5629 

0,6933 

0,8074 

0,9135 

1,018 

1,128 

1,255 

1,431 

0,0 



0,0 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

1,0 

N 


0,1 

0,0000 

0,00192010,007845 

0,01833 

0,03444 

0,05806 

0,09324 

0,1473 

0,2401 

0,4380 

.0,9 



0,2 

0,0000 

0,003660 

0,01490 

0,03471 

0,06502 

0,1092 

0,1737 

0,2712 

0,4333 

0,7614 

0,8 


P 

; o ,3 

0,0000 

0,005020 

0,02045 

0,04747 

iO , 08839 

0,1473 

0,2315 

0,3555 

0,5527 

0,9247 

0,7 

d 


0,4 

0,0000 

0,005897 

0,02396 

0,05536 

0,1024 

0,1689 

0,2618 

0,3942 

0,5947 

0,9469 

0,6 



0,5 

0,0000 

0,006194|0, 02509 

0,05769 

0,1059 

0,1729 

i 0,2642 

0,3899 

0,5719 

0,8742 

0,5 

1 


0,6 

0,0000 

0,00588310,02377 

0,05438 

0,09906 

0,1601 

10,2415 

0,350210,5011 

0,7411 

0,4 



.0,7 

0,0000 0,005002 

0,02015 

0,04589 

0,08306 

0,1331 

0,1984 

0,2836'0,3980 

0,5748 

0,3 

'S' 


; o ,8 

0,0000,0,003632 

0,01460 10,03314 

0,05968 

0,09500 

0,1404 

0,19850,2748 

0,3906 

0,2 



0,9 

0,0000.0,001909 

0,007661; 0;01735 

0,03115 

0,04945 

0,07260 0,1020:0,1400 

0,1972 

0,1 

jd 


; l ,0 

0,0000|0,0000 

0,0000 j 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0 

i 



0,0 

oo 

CO 

CX) 

oo 

oo 

oo 

oo 

oo 

oo 

oo 

1,0 



0,1 

6,3138:6,314 

6,314 

6,314 

6,314 

6,316 

6,320 

6,326 

6,340 

6,384 

0,9 

S- 


0,2 

3,077713,078 

3,078 

3,078 

3,080 

3,082 

3,088 

3,100 

3,128 

3,218 

0,8 

4* 


0,3 

1,962611,962 

1,963 

1,963 

1,965 

1,969 

1,977 

1,994 

2,031 

2,132 

0,7 



0,4 

1.3764!1,376 

1,377 

1,377 

1,379 

1,384 

1,393 

1,413 

1,457 

1,570 

0,6 



0,5 

i , oooo ! i.oooo 

1,0000 

1,001 

1,003 

1,007 

1,017 

1,038 

1,083 

1,198 ^ 

0,5 


0,6 

0, V 265;0.7266 

0,7268 

0,7273 

0,7293 

0,7337 

0,7432 

0,7628 

0,8048 

0,9099 

0,4 



0,7 

0,5095'0,5096 

0,5097 

0,5102 

0,5118 

0,5156 

0,5236 

0,5403 

0,5753 

0,6619 

0,3 



0,8 

0,3249,0,3249 

0,3250 

.0,3254 

0,3266 

10,3293 

0,3351 

0,3473 

0,3723 

0,4336 

0,2 

4 * 


0,9 

0,158410,1584 

0,1584 

0,1586 

0,1593 

10,1607 

0,1638 

0,17000,1831 

0,2148 

0,1 



1,0 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

|0,0000 

0,0000 

0,000010,0000 

0,0000 

0,0 



2^ 

a =0° 

9'’ 

18^=* 

27° 

36° 

! 45° 

54° 

83° 

72° 

81° 

2 vi 

ni 









IV, Elliptiselie Modulfunktion. 
IV. Elliptic modalar function. 
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Fig. 21 tind 22. Relief der elliptisclien Modulfanktion: k* ala Funktion ron t, 
Pig. 21 and ,22. Relief of the elliptic modular fuiiction: fc® as function of r. 






IV. Die Funktion logg (vgL Fig. 26 , S. 61 ). 
IV. The functioii log q (S’, fig. 26 , p. 61 ). 
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cc 

0' 

5' 

m 

16' 


25' 


35' 

40' 

45' 

50' 

55' 

0“ 

— oo 

7,1213 

7,7233 

6,0755 

6,3254 

6,5192 

6,6776 

6,8115 

6,9275 

5,0298 

5,1213 

5,2041 

1° 

5,2797 

6,3492 

5,4136 

6,4736 

5,6296 

5,5822 

5,6319 

5,6788 

6,7234 

6,7658 

5,8062 

5,8448 

2° 

5,8818 

5,9173 

5,9513 

6,9841 

4,0157 

i0462 

4,0757 

4,1041 

4,1317 

4,1585 

4,1844 

5,2096 

3“ 

4,2341 

4,2579 

4,2811 

4,3036 

4,3256 

4,3471 

4,3680 

4,3885 

4,4085 

4,4280 

4,4471 

14658 

4° 

4,4841 

4,5020 

4,5196 

4,6368 

4,6537 

4,5703 

4,5866 

4,6025 

4,6181 

4,6335 

4,6486 

5,6635 

5° 

4,6781 

4,6925 

4,7066 

4,7206 

4,7343 

4,7478 

i,7610 

4,7741 

4,7870 

4,7997 

4,8122 

18246 

6° 

4,8367 

4,8487 

4,8606 

^4,8723 

4,8838 

4,8952 

4,9064 

[4,9175 

4,9284 

4,9393 

4,9499 

4,9605 

7° 

4,9709 

4,9812 

4,9914 

3,0015 

3,0114 

3,0213 

3,0310 

3,0406 

3,0502 

3,0596 

3,0689 

3,0781 

8° 

3,0872 

3,0963 

3,1052 

3,1141 

3,1228 

3,1315 

3,1401 

[3,1486 

3,1570 

3,1653 

3,1736 

3,1818 

r 

3,1899 

3,1980 

3,2059 

3,2138 

3,2216 

3,2294 

3,2371 

3,2447 

3,2523 

3,2598 

3,2672 

3,2745 

lO'^ 

3,2819 

3,2891 

[3,2963 

^,3034 

3,3105 

3,3175 

3,3245 

3,3314 

3,3382 

3,3460 

3,3518 

3,3585 

11° 

3.3651 

3,3717 

3,3783 

J,3848 

3,3912 

3,3976 

3,4040 

3,4103 

3,4166 

3,4228 

3,4290 

3,4351 

12° 

l3,4412 

3,4473 

3,4533 

J,4S92 

^,4652 

3,4711 

3,4769 

3,4827 

3,4885 

3,4943 

3,5000 

3,5056 

13° 

3,5113 

3,5169 

3,6224 

3,5280 

J,5335 

3,5389 

3,5444 

3,5498 

3,5551 

3,5606 

3,5658 

3,5710 

14° 

3,5763 

3,6815 

3,5866 

3,5918 

3,5969 

3,6020 

3,6071 

3,6121 

3,6171 

3,6221 

3,6270 

3,6319 

15° 

3,6368 

3,6417 

3,6465 

3,6514 

3,6562 

3,6609 

3,6657 

3,6704 

3,6761 

3,6797 

3,6844 

3,6890 

16° 

3,6936 

3,6982 

3,7027 

J,7072 

3,7117 

3,7162 

3,7207 

3,7251 

3,7295 

3,7339 

3,7383 

3,7427 

17° 

3,7470 

3,7613 

3,7656 

3,7599 

3,7640 

3,7684 

3,7726 

3,7768 

3,7809 

3,7851 

3,7892 

3,7933 

18° 

3,7974 

3,8015 

3,8056 

3,8096 

3,8137 

3,8177 

3.8217 

3,8256 

3,8296 

3,8335 

3,8374 

3,8414 

19° 

3,8452 

3,8491 

3,8530 

3,8568 

3,8606 

3,8645 

^,8682 

3,8720 

3,8758 

3,8796 

1 

3,8833 

3,8870 

20° 

3,8907 

i8944 

3,8980 

3,9017 

3,9054 

3,9090 

3,9126 

3,9162 

3,9198 

3,9234 

3,9269 

19305 

21° 

3,9340 

3,9375 

3,9410 

3,9445 

3,9480 

"^9515 

3,9549 

3,9584 

3,9618 

3,9652 

3,9686 

19720 

22° 

3,9754 

3,9788 

3,9821 

3,9855 

3,9888 

3,9921 

3,9954 

3,9987 

2,0020 

2,0063 

ieose 

l0118 

23° 

2M51 

2,0183 

2,02J5 

2,0247 

2,0279 

2,0311 

i0343 

2,0374 

i0406 

2,0437 

2,0469 

l0500 

24° 

i0531 

2,0562 

2,0593 

2,0624 

2,0655 

i0686 

i0716 

2,0746 

i0777 

2,0807 

i0837 

10867 

25° 

2,0897 

2,0927 

2,0967 

2,0987 

2,1016 

2,1046 

il075 

2,1104 

2,1134 

2,1163 

ill92 

ll221 

26° 

2,1250 

2,1279 

2,1307 

2,1336 

2,1365 

2,1393 

2,1421 

2,1450 

2,1478 

2,1506 

2,1534 

11562 

27° 

2,1590 

2,1618 

2,1646 

2,1673 

2,1701 

2,1729 

2,1756 

2,1783 

2,1811 

2,1838 

2,1865 

ll892 

28° 

2,1919 

2,1946 

2,1973 

2,2000 

2,2026 

2,2053 

2,2080 

2,2106 

2,2132 

2,2159 

12186 

I22II 

29° 

^2237 

2,2264 

2,2290 

2,2316 

2,2341 

^2367 

2,2393 

2,2419 

2,2444 

2,2470 

12495 

I252I 

30° 

2,2546 

2,2571 

2,2597 

2,2622 

^2647 

2,2672 

^2697 

2,2722 

2,2747 

2,2772 

12796 

12821 

31° 

2,2846 

2,2870 

i2895 

2,2919 

2,2944 

2,2968 

2,2992 

2,3016 

2,3041 

2,3065 

13089 

13113 

32° 

2,3137 

2,3161 

^3184 

^3208 

2,3232 

2,3256 

i3279 

2,3303 

2,3326 

2,3360 

13373 

I3397 

33° 

2,3420 

2,3443 

2,3466 

2,3490 

i3513 

^3536 

2,3559 

2,3682 

2,3605 

23627 

13650 

13673 

34° 

2,3696 

2,3718 

2,3741 

^3764 

2,3786 

2,3809 

^3831 

2,3853 

2,3876 

2,3898 

2,3920 

I3943 

35° 

2,3965 

2,3987 

2,4009 

2,4031 

^4053 

2,4075 

2,4097 

2,4119 

2,4140 

2,4162 

14184 

14205 

36° 

2,4227 

2,4249 

2,4270 

2,4292 

^4313 

2,4336 

2,4356 

2,4377 

2,4399 

2,4420 

1 14441 

14462 

CO 

•o 

o 

2,4484 

2,4505 

i4526 

^4647 

2,4668 

^4589 

2,4610 

2,4630 

2,4661 

2,4872 

; 14693 

14714 

38° 

2,4734 

2,4755 

2,4776 

2,4796 

2,4817 

^4837 

2,4858 

2,4878 

2,4898 

2,4919 

1 14939 

14960 

39° 

2,4980 

2,6000 2,5020 

i5040 

2,5060 

2,5080 

^5100 

2,5120 

2,6140 

i 2,5160 

1 2,5180 

2,5200 




IV. Die Funktion logq. 
IV. The function log^. 


o: 

0' 

5' 

10' 

15' 

20' 

i 25' 

30' 

35' 

40' 

45' 

■1 

55' 

40° 

2,6220 

2,5240 

[2,5260 

[1,5279 

2,5299 

2,5319 

2,5338 

£5358 

2,5378 

£5397 

£5417 

£6436 

41° 

2,6466 

2,6476 

2,5494 

2,5514 

2,6533 

2,5552 

2,5572 

£5591 

2,5610 

£5629 

2,5649 

£5668 

42° 

2,6687 

2,5706 

2,5725 

^5744 

2,5763 

2,5782 

2, 5801 

2,5820 

£5839 

2,5867 

£5876 

2,5895 

43° 

^5914 

2,6933 

2,5951 

2,5970 

2,5989 

2,6007 

2,6026 

£6044 

2,6063 

2,6081 

2,6100 

£6118 

44° 

2,6137 

2,6155 

2,6174 

2,6192 

2,6210 

2,6229 

2,6247 

2,6265 

2,6284 

2,6302 

2,6320 

£6338 

45° 

2,6356 

2,6374 

2,6393 

2,6411 

2,6429 

2,6447 

2,6465 

£6483 

£6501 

£6519 

£6536 

£6554 

16° 

2,6572 

2,6590 

2,6608 

2,6626 

2,6643 

2,6661 

2,6679 

2,6697 

2,6714 

£6732 

£6760 

£6767 

47° 

2,6785 

2,6802 

2,6820 

2,6838 

2,6855 

2,6873 

2,6890 

2,6907 

2,6925 

2,6942 

2,6960 

£6977 

48° 

2,6994 

2,7012 

2,7029 

2,7046 

2,7064 

2,7081 

2,7098 

2,7116 

2,7133 

£7150 

£7167 

2,7184 

49° 

2,7201 

2,7218 

2,7235 

2,7252 

2,7270 

2,7287 

2,7304 

2,7321 

£7338 

2,7354 

2,7371 

2,7388 

50° 

^7405 

2,7422 

2,7439 

2,7456 

2,7473 

2,7490 

2,7506 

2,7523 

£7540 

2,7557 

£7573 

£7690 

51° 

^7607 

2,7623 

2,7640 

2,7657 

2,7673 

2,7690 

2,7707 

£7723 

2,7740 

£7766 

2,7773 

1,7789 

52° 

^7806 

2,7822 

2,7839 

2,7855 

2,7872 

2,7888 

2,7905 

2,7921 

£7938 

£7954 

2,7970 

£7987 

63° 

2,8003 

2,8019 

2,8036 

2,8052 

2,8068 

2,8085 

2,8101 

2',8117 

2,8133 

£8149 

£8166 

2,8182 

54° 

2,8198 

2,8214 

^8230 

2,8246 

2,8263 

2,8279 

2,8295 

£8311 

2,8327 

2,8343 

£8359 

£8375 

55° 

2,8391 

2,8407 

2,8423 

2,8439 

2,8456 

2,8471 

£8487 

£8503 

£8519 

£8535 

£8651 

£8667 

66° 

2,8583 

2,8699 

2,8614 

2,8630 

2,8646 

2,8662 

2,8678 

2,8694 

2,8709 

£8725 

2,8741 

2,8767 

67° 

2,8773 

2,8788 

2,8804 

2,8820 

2,8836 

2,8851 

£8867 

2,8883 

£8898 

2,8914 

2,8930 

2,8946 

68° 

2,8961 

2,8977 

2,8992 

2,9008 

2,9024 

2,9039 

£9055 

2,9071 

2,9086 

2,9102 

2,9117 

2,9133 

59° 

i9148 

2,9164 

2,9180 

2,9195 

2,9211 

2,9226 

£9242 

£9257 

£9273 

2,9288 

2,9304 

£9319 

60° 

k9336 

2,9350 

2,9366 

2,9381 

2.9397 

2,9412 

£9427 

£9443 

£9458 

£9474 

£9489 

£9605 

61° 

^9520 

2,9535 

2,9551 

2,9666 

2,9582 

^9597 

£9612 

£9628 

2,9643 

2,9658 

2,9674 

£9689 

62° 

2,9705 

2,9720 

2,9735 

2,9751 

2,9766 

2,9781 

£9797 

2,9812 

£9827 

£9843 

£9868 

2,9873 

63° 

2,9889 

2,9904 

2,9919 

2,9934 

2,9950 

2,9965 

£9980 

2,9996 

1,0011 

1,0026 

1,0041 

1,0067 

64° 

1,0072 

1;0087 

1,0103 

1,0118 

1,0133 

1,0148 

1,0164 

1,0179 

1,0194 

1,0210 

1,0226 

1,0240 

65° 

1,0265 

1,0270 

1,0286 

1,0301 

r,0316 

1,0332 

1,0347 

1,0362 

1,0377 

1,0393 

1,0408 

1,0423 

66° 

1,0439 

1,0464 

1,0469 

1,0484 

1,0500 

1,0515 

1,0530 

r,0646 

1,0561 

1,0676 

1,0691 

1,0607 

67° 

1,0622 

1,0637 

1,0652 

10668 

1,0683 

1,0698 

1,0714 

r,0729 

1,0744 

1,0760 

1,0775 

1,0790 

68° 

1,0806 

1,0821 

1,0836 

1,0852 

1,0867 

1,0882 

1,0898 

1,0913 

1,0928 

1,0944 

1,0959 

1,0974 

69° 

1,0990 

i,1005 

1,1021 

1,1036 

1,1051 

1,1067 

1,1082 

1,1098 

1,1113 

1,1128 

1,1144 

1,1169 

70° 

1,1175 

1,1190 

1,1206 

1,1221 

r,1237 

1,1252 

1,1268 

1,1283 

1,1299 

1,1314 

1,1330 

1,1346 

71° 

1,1361 

1,1377 

1,1392 

1,1408 

1,1423 

1,1439 

1,1454 

1,1470 

1,1486 

1,1601 

1,1517 

1,1533 

72° 

1,1548 

1,1664 

1,1580 

1,1696 

1,1611 

1,1627 

1,1643 

1,1669 

1,1674 

1,1690 

1,1706 

1,1722 

73° 

1,1738 

1,1764 

1,1769 

1,1785 

14801 

1,1817 

1,1833 

1,1849 

1,1866 

1,1881 

1,1897 

1,1913 

74° 

1,1929 

1,1945 

1,1961 

1,1977 

1,1993 

r,2009 

1,2026 

1,2042 

1,2058 

1,2074 

1,2090 

1,2107 

76° 

1,2123 

1,2139 

1,2155 

1,2172 

r,2188 

1,2204 

1,2221 

1,2237 

1,2254 

1,2270 

1,2287 

1,2303 

76° 

1,2320 

1,2336 

1,2353 

1,2369 

1,2386 

1,2403 

1,2419 

1,2436 

1,2453 

1,2470 

1,2487 

1,2603 

77° 

1,2520 

1,2537 

1,2554 

1,2671 

f,2588 

1,2605 

1,2622 

1,2639 

1,2656 

1,2673 

1,2691 

1,2708 

78° 

1,2725 

1,2742 

1,2760 

1,2777 

r,2794 

1,2812 

1,2829 

1,2847 

1,2865 

1,2882 

1,2900 

1,2917 

79° 

1,2935 

1,2963 

1,2971 

1,2989 

1,3007 

1,3024 

1,3042 

1,3061 

1,3079 

1,3097 

1,3115 

1,3133 






IV. Die Funktion log q 
IV. Tke function log q. 





V. Elliptische Integrale, 
V. Elliptic integi^s. 


V, Ellipttsclie Intogmlc* 
T. MUptic Integrals. 

‘=cos«, 


A. UnTollsttedige Integrale. 
A. Incomplete Integrals. 

. /S "“v 


u = F(k,g>) = /* - ^ 

^ J)/rziiyrri 










wJ' <P) mit*=o,8. 

the 2. b«nch of the fanction JT^-, ^ith * Jog. 



V. Elliptisclie Integ^rale. 
Y. Elliptic integrals. 
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Y. Elliptische Integrale. 
V. Elliptic integrals. 


.t„a.ra f,™ o, tt. 

S zweiter Uattung. elliptic integral of the second kind: 


/* «ija (p ^ 

js(}c,(p) == j dti>yr:zw^^ yKlH 


tg* . 


tg* 


H* 

1 

i *w 

1 

1 — jjs 

COB 



/ dt 

- 1 


-t^ 


tg* 


y (1 + p) y-t J (iZIir ]/2 (1 + F) — Z:' 2 4 - 

1 

(TTiT-l/^i’) + ^’(<+|)' 

(t~t) 

F{k,-l)^K(k), E{k,-l)^Eik), 

K(A') = K'(*), E(A') = E'(k), 

KE'+ K'E-KK'= * 

2 ^ 


r-ft ioo) _ iK-, F(/;, f + ,- at (&(-i) _ K + iK-. 



Fig. 28. Relief tod F{y tp) mit k = 0,8 fiber 


der Ebene x + iy~gia^_ 


V. Elliptische Integrale. 
V. Elliptic integrals. 
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1 

A ‘ 


% 



Fig. 30a. Relief des 1 . Zweiges der Funktion 9 ) mit = 0 , 8 . 
Pig. 30a. Relief of the 1 . branch of the function jE^(A:. 9 ) 'with li, ~ 0 , 8 . 




V. Elliptiache Integrale. 
V. Elliptic integrals. 


4. F(-9) = ~F(<p), F(->p) = -£(9^) 

F(nx = 2nK Jc F (^p) 
E(n3tdt.ip) = 2nE ± E((p) 
F{^Q)=^KQ-P,ig)\ 

\ ' I TTfc / \ /rfc . \ Tfc /O 


E{^^)^Eif + F,iQ) 


K(q) = P,(2 + (») = -P»(2-e) = -P.(-e) 


5 . Es ist bequexDL) neben. E und F 5 . It is convenient to introduce be- 

nocb einzufdbren sides E and F 

e 

- 0®- 

6. Andere Integrale, ansgedrackt 0. Other integrals, expressed by 

durch D.JE?, JF: . D,E,F: 




atgtf-)rlc*[L — F) 


^ COS*l|l 


E 

sin <p cos 9 


jfc'* J 

f- . 

em* 9i , , 

F — D sinqpcosqp 

*'» 

? . 

COS*tJ> , . 

1 gin g> cos (p 


^tg^il)di>==^tgxl> -{-F— 2E. 


V. ElUptiache Integrale. 
V. Elliptic iutegrals. 
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7. DifferentiatioB und Integration 7. Differentiation and integration 

nacli desn Modnl Jfc: with regard to the modnlns hi 

dF h ( sin g? cos qp\ d E _ j 

^ '2 j’ 

d D 1 fjj, sin (jp cos g)\ I) 

"W 2 j"”T^ 

jVft d/c = JB - A'* F - (1 - ^) ctg (p , 
fDMlc=-E. 

8. Um ein vorgelegtes elliptisches 8. To evaluate a given elliptic inte- 
Integral mit Hilfe der von Legendre gral by means of the tables computed 
berechneten Tafeln auszuwerten, mufi by Legendre, we must reduce it* to 
man es auf E und F zuriickfiihren. E and F. Let 

Es sei 









V. Elliptische Integrale. 
V. Elliptic integrals. 
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9, Einige besondere elliptische Inte- 
grale erster Gattung: 


0, Some special elliptic integrals of 
the first kind: 



10.. Ein beliebiges Integral erster 

b __ 

Gattung fdt/yT, WO T ein Polynom 

a 

3. Oder 4. Grades bedeutet, kann auf F 
zurackgefiibrt werden, wenn die Null- 


10# Any integral of the first kind 

b _ 

J^d tiyi\ where T denotes a polynomial 

a 

of the or 4*^ degree, can be reduced 
to JP, if the zeros of the polynomial 
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V. EUiptieche Integral®. 
V, Elliptic integrals. 


stellen des Polynoms bekannt sind. Die are known. The numerous formulae 
fiir die verschiedenen mSglichen Falle necessary for the different possible cases 
erforderlichenzahlreichenPormelnfindet are collected in a manner convenient 
man fiir Zahlenrechnungen bequem zu- for numerical calculations in Hotiel, 
sammengestellt bei H o ii e 1 , Eecueil, Recueil, p. LIII — L VIIL 
p. LIII-LVIII. 





V. Das elliptische Integral erster Gattung. 
T. The elliptic integral of the first kind. 
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V. F{u, g>). 


■■ 


a = 70° 



1 1° 

0,0174f 

0,01745 

0,0174f 

0,01745 

1 2" 

0,0349: 

0,03491 

0,03491 

0,03491 

1 3° 

0,05236 

0,05238 

0,05236 

0,05238 

! 4° 

0,06986 

0,06986 

0.06987 

0,06987 

1 5° 

0,08736 

0,08736 

0,08737 

0,08737 

II 6° 

0,1049 

0,1049 

0,1049 

0,1049 

II 7° 

0,1224 

0,1224 

0,1225 

0,1225 

ll 8° 

0,1400 

0,1400 

0,1401 

0,1401 

II 9° 

0,1576 

0,1577 

0,1577 

0,1577 

10° 

0,1753 

0,1753 

0,1754 

0,1754 

I! 11° 

0,1930 

0.1930 

0,1931 

0,1931 

II 12° 

0,2107 

0,2108 

0,2109 

0,2109 

II 13° 

0,2285 

0,2286 

0,2287 

0,2288 

II 14° 

0.2464 

0,2465 

0.2466 

0,2467 

1 15° 

0.2643 

0,2645 

0,2646 

0,2648 

ll 16° 

0,2823 

0,2825 

0,2827 

0,2828 

1: 17° 

0,3003 

0,3006 

0,3009 

0,3010 

II 18° 

0,3185 

0,3188 

0,3191 

0,3193 

II 19° 

0,3367 

0,3371 

0,3374 

0,3377 

20° 

0,3550 

0,3555 

0,3559 

0,3562 

1 21° 

0,3734 

0,3740 

0,3744 

0,3747 ! 

II 22° 

0,3919 

0,3926 

0,3931 

0,3935 i 

II 23° 

0,4105 

0,4113 

0,4119 

0,4123 i 

II 

0,4293 

0,4301 

0,4308 

0,4313 

1 

0,4481 

0.4490 

0,4498 

0,4504 

1 26° 

0,4670 

0,4681 

0,4690 

0,4697 

27° 

0,4861 

0,4874 

0,4884 

0,4891 

I 28° 

0,5053 

0,5067 

0,5079 

0,5087 

1 29° 

0,5247 

0,5262 

0,5275 

0,5285 

I 30° 

0,5442 

0,5459 

0,5474 

0,5484 

31° 

ll ono 

0,5639 

0,5653 

0,5674 

0,5686 

1 

0,5837 

0,5858 

0,5876 

0,5889 

33° 

0,6037 

0,6060 

0,6080 

0,6095 

34° 

II oco 

0,6238 

0,6265 

0,6287 

0,6303 

1 95 

0,6442 

0,6471 

0,6495 

0,6513 

1 36° 

1 37° 
i 38° 
i 39° 

1 40° 

0,6647 

0.6854 

0,7063 

0,7275 

0,7488 

0,6679 

0,6890 

0,7102 

0,7318 

0,7535 

0,6706 

0,6919 

0,7135 

0,7353 

0,7575 

0,6726 

0,6941 

0,7159 

0,7380 

0,7604 

1 41° 

42° 

43° 

1 44° 
i 45° 

0,7704 

0,7922 

0,8143 

0,8367 

0,8593 

0,7756 

0,7979 

0,8205 

0,8433 

0.8685 

J 

0,7799 

0,8026 

0,8256 

0,8490 

0,8727 

0,7831 

0,8062 

0,8296 

0,8533 

0.8774 


^ 85° 


0,01745 

0,03491 

0,05238 

0,06987 

0,08738 

0,1049 

0,1225 

0,1401 

0.1577 

0,1754 

0,1932 
0,2110 
0,2289 
0,2468 
0,2648 j 

0,2829 

0,3011 

0,3194 

0,3378 

0,3563 

0,3749 
0,3937 
0,4128 
0,4316 
0,4508 I 

0,4701 I 

0,4896 

0,6092 

0,5291 

0,5491 

0,5693 

0,5898 

0,6104 

0.6313 

0.6525 

0,6739 

0,6955 

0.7175 

0,7397 

0.7623 

0,7852 

0.8084 

0,8320 

0,8560 

0,8804 


u 89 ‘ ' «.■ '.«) 


' 0,01745 

; 0.01745 

i 0,03491 

‘ 0.03491 

1 0,05238 

: 0,05238 

j 0,06987 

O.OfiSa? 

1 0,08738 

: 0.08738 

1 

1 

i 

I 

0.1049 

0.1225 

0.1401 

0.1.577 

1 0,1754 

0.1751 


0.1932 

0.2110 


02289 

0.2468 

0,2648 

0 2648 


0.2830 
0.3012 , 
Q.:?196 ■ 

0,3564 

0..W4 


0.3750 

04127 1 

«-4.3n ,1 

0,4509 

0.4SOT i 

0,4897 

i 

0 4702 J 
0.4H97 1 

0.5094 

1 

0,5493 

«.52!W 
0..54!M i 


'i 

0.5900 

0.5fMX* ^ 

0.6528 

O.o.ll" 'i 
a ©25 i 

0,6960 

0.«743 1 

O.fiiM 
0.7i«0 
0,7401 

0.7629 

0.762'* 1 

1 

0,8091 

0.78&fl 

0,8092 

o.aia 

0.B5«"» 

().8KH 

0,8813 




V. F(a, <p), 67 


B 

a = 65^ 

70° 

a = 76° 

j a = 80° 

a =85° 

j' a =.89 = 

1 

a = 90° j 

46" 

0,8821 

0,8901 

0,8968 

1 

1 0,9019 

0,9052 

i 

0 

47° 

0,9053 

0,9139 

0,9212 

0,9269 

0,9304 

' 0,9316 

0,9316 

48° 

0,9288 

0,9381 

0.9461 

0,9523 

0.9561 


fi I 

49° 

0,9525 

0,9627 

0,9714 

0,9781 

0,9824 


0 

50 

0,9766 

0,9873 

0,9971 

1,0044 

1,0091 

1,0106 

1,0107 

51° 

1,0010 

1,0130 

1,0233 

1,0313 

1,0364 


1,0381 

52 

1,0258 

1,0387 

1,0500 

1,0587 

1,0643 


1,0662 

53° 

1,0509 

1,0649 

1,0771 

1,0867 

1,0927 

1,0948 

1,0948 

! 54 ' 

1,0764 

1,0916 

1.1048 

1,1152 

1.1219 


1,1242 

55° 

1,1022 

1,1187 

1.1331 

1,1444 

1.1517 

1,1541 

1.1542 

56° 

1,1285 

1,1462 

1,1619 

1,1743 

1,1823 


1,1851 

57 

1J551 

1,1743 

1.1914 

1,2049 

1,2136 

1,2166 

1,2167 

58° 

1,1822 

1,2030 

1,2215 

1,2382 

1.2458 


1,2492 

59’ 

1,2097 

1,2321 

1.2522 

1.2684 

1,2789 


1,2826 

60° 

1,2376 

1,2619 

1,2837 

1,3014 

1,3129 

1,3168 

1,3170 

6i;' 

1 1,2660' 

L2922 

1,3159 

1,3352 

1,3480 

1 

1 

1,3524 

! 62 

1.2949 

1,3231 

1,3490 

1,3701 

1,3841 

1 

1,3890 

63° 

1.3243 

L3547 

1,3828 

1,4Q59 

1,4214 


1,4268 1 

' 64 

1.3541 

1-3870 

1,4175 

1,4429 

1,4599 

j 1,4266 

1,4659 ' 

65 

1,3844 

1,4199 

1,4532 

1,4810 

1,4998 

1,5062 

L5065 1 

66 

1,4153 

1,4536 

1,4898 

1,5203 

1.5411 

1 1,5482 

1 

1,5485 

c7 

1,4467 

1,4880 

1,5274 

1,5610 

1,5840 

1 1,5920 

1,5923 

68 

: 1,4786 

1,5232 ! 

i 1,5661 

1,6030 

1,6287 

1 1,6376 

' 1.6379 

, 69° 

1.5111 

1,5591 j 

1,6059 

1,0466 

1,6752 

i 1,6851 

1.6856 

70’ 

1,5441 

1-5959 1 

1,6468 

1.6918 

1,7237 

1,7349 

1,7354 ! 

, 7r 

1,5777 

1,6335 ' 

1,6891 

1,7388 

1,7745 

1.7872 

1,7877 ' 

' 72° 

1-6118 

1,6720 

1.7326 

1,7876 

1,8277 

1.8421 

1,8427 i 

73 , 

1,6465 

1,7113 

1,7774 

1,8384 

1.8837 

' 1,9001 

1,9008 1 

! 74 

1,6818 

1,7516 

1,8237 

1,8915 1 

1.9427 

I 1.9614 

1,9623 i 

j 75 ' 1 
' 1 

1,7176 

1.7927 

1,8715 

1,9468 

2,0050 

1 2.0267 

2.0276 

I 76 

1,7540 

1,8347 

1,9207 

2,0047 

2,0711 

2,0962 

2,0973 1 

1 77 

1,7909 

1,8777 

1,9716 

2,0653 

2,1414 

2,1708 

2,1721 1 

1 78 ' 

1,8284 

1.9215 

2,0240 

2,1288 

2,2164 

2.2513 

2,2528 j 

! 79'° 

1,8664 

1.9663 

2,0781 

2.1954 

2,2969 

2,3385 

2,3404 

80° 

1.9048 

2.0119 

2,1339 

2,2653 

2,3837 

2,4340 

2,4362 1 

j 81° 

1,9438 

2,0584 

2,1913 

2,3387 

2,4775 

2,5392 

2,5421 ‘ 

j 82° 

1,9831 

2,1057 

2,2504 

2,4157 

2,5795 

2.6566 

2,6603 1 

83° 

2,0229 

2,1537 

2,3110 

2.4965 

2,6911 

2,7894 

2,7942 

84° 

r\ rn O 

2,0630 

2,2024 

2.3731 

2,5811 

2,8136 

2,9421 

2,9487 1 

1 85 

2. 1035 

2,2518 

2.4366 

2.6694 

2.9487 

3,1217 

3.1313 1 

86° 

2.1442 

2,3017 

2,5013 

2,7612 

3.0978 

3,3396 

3,3547 

87° 

2 '1852 

2.3520 

2,5670 1 

■ 2,8561 

3.2620 

3,6161 

3.6425 

88° 

2,2263 1 

2,4027 

2,6336 • 

2.9537 

3.4412 

3.9911 

4,0481 

89 

2 ,2675 

2,4535 

2,7007 j 

3,0530 

3,6328 

4,5535 

4,7413 

90 ' 

1 

2.3088 

2,5046 

2,7681 1 

1 

3,1534 

3,8317 

5,4349 

oc 
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o 

10° 

15° 

20° 

25° 

1 

30' 

36’ 

40' 


1,4113 1,4042 1,3924 1,3761 
1,4287 1,4214 1,4093 1,3925 
1,4461 1,4386 1,4261 1,4090 
1,4635 1,4558 1,4430 1,4254 
1,4809 1,4729 1,4599 1,4418 

1,4983 1,4901 1,4767 1,4582 
1>5157 1,5073 1,4936 1,4746 
1,5330 1,5245 1,5104 1,4910 
1’5504 1,5417 1,5273 1,5074 
1,5678 1,5589 1,5442 1,5238 


1,3556 1,3312 1,3034 1,2725 
1,3715 1,3464 1,3177 1,2859 
1,3873 1,3616 1,3321 1.2994 
1,4032 1,3767 1,3464 1.3128 
1,4190 1,3919 1,3608 1.3262 

1,4348 1,4070 1,3751 1,3396 
1,^07 1,4221 1,3894 1,3530 
1,4665 1,4372 1,4037 1,3664 
1,4823 1,4524 1,4180 1,3798 
1,4981 1,4675 1,4323 1,3931 


0,8029 0,8023 0,8006 0,7978 0,7939 0,7891 0,7835 0,7772 0,7704 

0,8203 0,8197 0,8179 0.8149 0,8108 0,8057 0,7998 0.7931 0.7858 

0,8378 0,8371 0.8352 0,8320 0,8277 0,8223 0,8160 0,8089 0,8012 

0,8552 0,8545 0,8525 0,8491 0,8446 0,8389 0,8322 0,8247 0,8165 

0,8727 0,8719 0,8698 0,8663 0,8614 0,8554 0,8483 0.8404 0,8317 

0,8901 0,8894 0,8871 0,8834 0,8783 0,8719 0,8644 0,8560 0,8469 

0,9076 0,9068 0,9044 0,9005 0,8951 0,8884 0,8805 0,8716 0,8620 

0,9250 0,9242 0,9217 0,9175 0,9119 0,9048 0.8965 0,8872 0,8770 

0,9425 0,9416 0,9390 0,9346 0,9287 0,9212 0,9125 0,9026 0,8919 

0,9599 0,9590 0,9562 0,9517 0,9454 0,9376 0,9284 0,9181 0,9068 

0,9774 0,9764 0,9735 0,9687 0,9622 0,9540 0.9443 0,9335 0,9216 

0,9948 0,9938 0,9908 0,9858 0,9789 0,9703 0.9602 0,9488 0,9363 

1,0123 1,0112 1,0080 1,0028 0,9956 0,9866 0,9760 0,9641 0;8510 

1,0297 1,0286 1,0253 1,0198 1,0123 1,0029 0,9918 0.9793 0,9656 

1,0472 1,0460 1,0426 1,0368 1,0290 1,0192 1,0076 0,9945 0,9801 

1,0647 1,0634 1,0598 1,0538 1,0456 1,0354 1,0233 1,0096 0,9946 

1,0821 1,0808 1,0771 1,0708 1,0623 1,0516 1.0390 1,0247 1,0090 

1,0996 1,0982 1,0943 1,0878 1,0789 1,0678 1,0546 1,0397 1,0233 

1,1170 1,1156 1,1115 1,1048 1,0955 1,0839 1,0702 1,0547 1,0376 

1,1345 1,1330 1,1288 1,1218 1.1121 1,1001 1,0858 1,0696 1,0518 

1,1519 1,1504 1,1460 1,1387 1,1287 1,1162 1,1013 1,0845 1,0660 

1,1694 1,1678 1,1632 1,1557 1,1453 1,1323 1,1168 1.0993 1,0801 

1,1868 1,1852 1,1805 1,1726 1,1619 1,1483 1,1323 1,1141 1.0941 

1,2043 1,2026 1,1977 1,1896 1,1784 1,1644 1,1478 1,1289 1,1081 

1,2217 1,2200 1,2149 1,2065 1,1949 1,1804 1,1632 1,1436 1,1221 

^’2234 1-2115 1,1964 1,1786 1,1583 1,1369 

} 0^5? 1,2280 1,2124 1,1939 1,1729 1,1498 

^’2^22 i’2666 1,2573 1,2445 1,2284 1,2093 1,1875 1,1636 

^’2338 1,2742 1,2609 1,2443 1,2246 1,2021 1,1773 

1,3090 1,3070 1,3010 1,2911 1,2774 1,2603 1,2399 1,2167 1,1910 

Hi?! ^1252 ^’2339 1>2762 1,2552 1,2312 1,2047 

}’^249 1,3104 1,2921 1,2704 1,2467 1,2183 

1’3526 1,3417 1,3268 1,3080 1,2857 1,2601 1,2319 

iIpot I’wq Hftw ^’2746 1,2454 

1,3963 1,3939 1,3870 1,3755 1,3597 1,3398 1,3161 1,2890 1,2590 


0,7633 I 
0,7782' 
0,7931 
o’ 8079 
0,8227 

0,8373 i 
0,8518) 
0,8663 ! 
0.8806 i 
0,8949 * 

0,9091 i 

0,9232 

0,9372 

0,9511 

0,9660 

0,9787 

0,9924 

1,0060 

1,0195 

1,0329 

1,0463 
1.0596 
1,0728 j 
1,0869. 
1,0990 1 

1,1120 
1,1250 
1,1379 f 
1,1507 
1,1635 

1,1762 

1,1889 

1,2015 

1,2141 

1,2266 

1,2391 

1,2516 

1,2640 

1,2766 

1,2889 

1,3012 
1,3136 
1 ,3260 
1,3383 
1.3506 
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V. Eia, <pl 


cc 



50 ° 

55 ° 1 

o 

O 

CD 

65 ° 

70 ° 

75 ° 

80 ° 

85 ° 

90 ° 1 

1 

46 ° 

0,7560 

0,7488 

0,7420 

0,7356 

0,7301 

0,7255 

0,7222 

0,7201 

0 , 7193 ; 

47 ° 

0,7705 

0,7629 

0,7555 

0,7488 

0,7429 

0,7380 

0,7344 

0,7321 

0 , 7314 ; 

48 ° 

0,7849 

0,7768 

0,7690 

0,7618 

0,7555 

0,7503 

0,7464 

0,7440 

0 , 7431 : 

49 ° 

0,7992 

0,7905 

0,7823 

0,7746 

0,7679 

0,7623 

0,7582 

0,7556 

0 , 7547 ; 

60 ° 

0,8134 

0,8042 

0,7954 

0,7872 

0,7801 

0,7741 

0,7697 

0,7670 

0,7660 

61 ° 

0,8275 

0,8177 

0,8084 

0,7997 

0,7921 

0,7858 

0,7811 

0,7781 

0,7772 

62 ° 

0,8414 

0,8311 

0,8212 

0,8120 

0,8039 

0,7972 

0,7922 

0,7891 

0,7880 

63 ° 

0,8553 

0,8444 

0,8339 

0,8242 

0,8155 

0,8084 

0,8031 

0,7998 

0,7986 

64 ° 

0,8690 

0,8575 

0,8464 

0,8361 

0,8270 

0,8194 

0,8137 

0,8102 

0 , 0090 , 

65 ° 

0,8827 

0,8705 

0,8588 

0,8479 

0,8382 

0,8302 

0,8242 

0,8204 

0,8192 1 

t 

66 ° 

0,8962 

0,8834 

0,8710 

0,8595 

0,8493 

0,8408 

0,8344 

0,8304 

0,8290 i 

67 ° 

0,9097 

0,8961 

0,8831 

0,8709 

0,8601 

0,8511 

0,8443 

0,8401 

0 , 8387 ! 

68 ° 

0,9230 

0,9088 

0,8950 

0,8822 

0,8708 

0,8612 

0,8540 

0,8496 

0,8481 1 

69 ° 

0,9362 

0,9213 

0,9068 

0,8933 

0,8812 

0,8711 

0,8635 

0,8588 

0,8572 1 

60 ° 

0,9493 

0,9336 

0,9184 

0,9042 

0,8914 

0,8808 

0,8728 

0,8677 

0,8660 j 

61 ° 

0,9623 

0,9459 

0,9299 

0,9149 

0,9015 

0,8903 

0,8818 

0,8764 

0,8746 

62 ° 

0,9752 

0,9580 

0,9412 

0,9254 

0,9113 

0,8995 

0,8905 

0,8849 

0,8830 

63 ° 

0,9880 

0,9700 

0,9524 

0,9358 

0,9210 

0,9085 

0,8990 

0,8930 

0,8910 1 

64 ° 

1,0007 

0,9818 

0,9634 

0,9460 

0,9304 

0,9173 

0,9072 

0,9009 

0 , 8988 1 

65 ° 

1,0133 

0,9936 

0,9743 

0,9561 

0,9397 

0,9258 

0,9152 

0,9086 

0,9063 

66 ° 

1,0259 

1,0052 

0,9850 

0,9659 

0,9487 

0,9341 

0,9230 

0,9160 

0,9136 

67 ° 

1,0383 

1,0167 

0,9956 

0,9756 

0,9576 

0,9422 

0,9305 

0,9231 

0,9205 j 

68 ° 

1,0506 

1,0282 

1,0061 

0,9852 

0,9662 I 

1 0,9501 

0,9377 

0,9299 

0,9272 

69 ° 

1,0628 

1,0395 

1,0164 

0,9946 

0,9747 

' 0,9578 

0,9447 

0,9364 

0,9336 

70 ° 

1,0750 

1,0506 

1,0266 

1,0038 

0,9830 

1 0,9652 

0,9514 

0,9427 

0,9397 

71 ° 

1,0871 

1,0617 

1,0367 

1,0129 

0,9911 

: 0,9724 

0,9579 

0,9487 

0,9455 

72 ° 

1,0991 

1,0727 

1,0467 

1,0218 

0,9990 

1 0,9794 

0,9642 

0,9544 

0,9611 

73 ° 

1,1110 

1,0836 

1,0565 

1,0306 

1,0067 

0,9862 

0,9702 

0,9599 

0,9563 

74 ° 

1,1228 

1,0944 

1,0662 

1,0392 

1,0143 

0,9928 

0,9759 

0,9650 

0,9613 

75 ° 

1,1346 

1,1051 

1,0759 

1,0477 

1,0217 

1 0,9992 

1 

0,9814 

0,9699 

0,9659 

76 ° 

1,1463 

1,1158 

1,0854 

1,0561 

1,0290 

1,0053 

0,9867 

0,9745 

0,9703 

77 ° 

1,1580 

1,1263 

1,0948 

1,0643 

1,0361 

1,0113 

0,9917 

0,9789 

0 , 974 H 

78 ° 

1,1695 

1,1368 

1,1041 

1,0725 

1,0430 

1,0171 

0,9965 

0,9829 

0,9782 1 

79 ° 

1,1811 

1,1472 

1,1133 

1,0805 

1,0498 

i 1,0228 

1,0011 

0,9867 

0,9816 

80 ° 

1,1926 

1,1576 

1,1225 

1,0884 

1,0565 

1,0282 

1,0054 

0,9902 

0,9848 

81 ° 

1,2040 

1,1678 

1,1316 

1,0962 

1,0630 

! 1,0335 

1,0096 

0,9935 

0,9877 

82 ° 

1,2154 

1,1781 

1,1406 

1,1040 

1,0695 

' 1,0387 

1,0135 

0,9965 

0,9903 

83 ° 

1,2267 

1,1883 

1,1495 

1,1116 

1,0758 

1 1,0437 

1,0173 

0,9992 

0,9926 

84 ° 

1,2381 

1,1984 

1,1584 

1,1192 

1,0821 

1,0486 

1,0209 

1,0017 

0,9945 

85 ° 

1,2493 

1,2085 

1,1673 

1,1267 

1,0883 

1,0534 

1,0244 

1,0039 

0,9962 , 

86 ° 

1,2606 

1,2186 

1,1761 

1,1342 

1,0944 

1,0581 

1,0277 

1,0060 

0,9976 1 

87 ° 

1,2719 

1,2286 

1,1848 

1,1417 

1,1004 

1,0628 

1,0309 

1,0078 

0,9986 i 

88 ° 

1,2831 

1,2387 

1,1936 

1,1491 

1,1064 

1,0674 

1,0340 

1,0095 

0 , 9994 ' 

89 ° 

1,2943 

1,2487 

1,2023 

1,1565 

1,1124 

1,0719 

1,0371 

1,0111 

0,9999 i 

90 ° 

1,3055 

1,2587 

1,2111 

1,1638 

1,1184 

1,0764 

1,0401 

1,0127 

1,0000 1 






Y. Vollsfcandige elliptische Integrale. 
V. Complete elliptic integrmls. 
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11. Es sei 
Let 

und filr^) 
and for 

Dann let 


B. VoUstandige Integrale. 

B. Complete Integrals. 

n 

S 

J= ^=yi — Psin®^), 


$ = 
J = 


E 


sm' <p. 

D 


9 « /sin op cos q}\ * 

C 08 *<p (— ^2 • ) 


K = E4-Ji:*D 
K = D + B 
K = 2B + &*C 
D = B + A;*C 
2D = K + A:‘C 

12. Keihen, die nach wachsenden Po- 
tenzen von A? « 1 fortsclireiten ; 


B C 

Then we have 

E = ft'*D + B 
E = A;'»K4-*‘B 
E = (l + P)B + Jfc'*ft*C 
(1 + P)K = 2E + A*C 
(1 + fc'*)D=E + **C 

12. Series proceeding in ascending 
powers of h? « 1 : 


4K-l+2|-+9(£) + 60(|-y+^f£©+.. 


2 

4 

3t 

4 

7C 

16 


.’8/ 


D-, + 8-e+i5(|:)+i2(|y+-(^)V 

B 


='+ ?+3aT+^aT+^(TT+- 
+?©’+2«(tT+“-(D‘+- 


-c-i+6‘; 


18. Reihen, die nach wachsenden Po- 
tenzeh von « 1 fortschreiten 
(P:=:l). Es sei 

Oder 


A = In ' 


or 


18. Series proceeding in ascending 
powers of k'^ « 1 1). Let 

¥ == 46“*-^. 


B _ 1 - i (^ _ I) i'= _ L (^ _ g) (^ - 1) t'. 4 , . . 

C . ^ - 9 4i{^ -^.•■4 ^‘(^-S)r‘4 -Sr.4 


1) Arch. Elektrot. 80 (1936), S. 248. 
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V. Yollstandige elliptische Integrale. 
V. Complete elliptic integrals. 


14. Um die Integrale mit Hilfe der 14. To compute the integrals by means 

Null- Thetas zu berechnen, setze man „ , 1 — i/P 
^ /77 of the zero-Thetas, we put = 2 £ 

= 2. underhalt , l + 

l~\-yh' and obtain 

2 = £ + 2 + 15£» + 150 £13 + 1707£i^ H {a < 0,5) 

ferner, wenn A;^< 0,5 ist, | further, if 0,5, 



Fig. a7. HOhenkarte des vollstandigen elliptischen Integrals K als Funktion Ton X = /<;•* 
Fig. 37. Altitude chart of the complete elliptic integral K as function of 1 = h*. 




V. Vollstandige elliptisohe Integrale. 
V. Complete elliptic integrals. 
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2 _ _ .1 1 _ 1 -u 9 g!« -|_ 26 9« H 

« ~ JtS ’a..- + (14.23 + 22*+. ..)» 

± rj = ^1 = (l + 2g + 22*+---)* 1 — 42 * + 9g‘ , 

3t 51* fl-o (l + 2* + 9* + ”*)‘ 1 — 22-(- 22* — •• 


:l-4g, 
1 + 6g, 


4 o J. (l + 22 + 2g* + ---)(l + 42» + 99‘ + ---) . ^ 

7r“- 5t* S'* “ (1 + ^ + 2. + .,+ —14-^2 


16 


fl'l) “ (^^**) (l + ^?^~45*+9g'»— 122“+' 


•)• 


16. Fiir A:* > 0,5 bestimme man 
zum Modul fej = A;' und seize — In = A. 
Hiermit wird 


15. For A;* > 0,6 compute to the 
modulus = k' and put — In = A. 
With this we get 


2 31 




'ol 





Fig. 38. Relief des vollstM^ndigen elliptischen Integprals K ala Fnnktion von X kK 
Pig. 38. Relief of the complete elliptic integral K as function of 1 = Jc\ 


“ ^ V. Vollst'andige elliptische Integral©. 

76 Y. Compl ete elliptic integrals. 

IS, Differential- und Integralformeln: | 1®* Derivatives and Integrals: 



Fig. 39. HSlienkarte dea vollsEndigen elliptisohen Integrala E als Fnnktian ;oi; = 
5'ig. 39. Altitude chart of the complete elliptic integral E as fanction o/ 1 --- 


^ 9,1 


Y. VollstS-iidige elHptisclie Integrale. 
Y. Complete elliptic integrals. 
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J' Ka:(ia: = -^[(4+ 3a;)B-2E] 

J'ex = ^ [(4 + 3a:)B + (9a; — 2)E] 

/Da;da; = -^(2B-E) = ^(D-C) 
f Ba;da; = ^[(3a;-2)B + E] = -?f’(3B-D + C) 

da: = — 2(2E + a;B) 

J KxHx = ^ [(64 + 48a; + 45a;*) B - 4 (8 + 9a:) E] 
J^Dx^dx — [4 (4 4- 3 a:) B — (8 4- 9 a;) E] 

J'sx^dx = ^ [(— 16 — 12a: 4- 45a:*) B 4- (8 + 9a;) E] 
f Cx^dz = -^[(8 - 3a:) B - 4E] = ^‘[4(D _ c) - 3B] 
j' Ca:*da: = ^[(32 4- 24a: — 15a:*) B — 2 (8 4- 9a:) E] 



Fig. 40. Relief des vollstandigen elliptischen Integrals E als Fanktion von I 
Fig. 40. Relief of the complete elliptic integral £ as functiont of X = 


kK 
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V. Vollstandige elliptische Integrale. 
V. Complete elliptic integrals. 


J »*’* \/x 

h 


dx = 2xD 


y'xB + 


Te+b 

J it-xY 

f- 
f- 


dx—2 


1 — X 


(1— x) 
2 yx B ■ 




-J- ^ dx = 2~ 

x{\ — x) Yx 


f^Jx = -^,[(^-2x:)E + xB] 
f-T^^ = 2VxK 
y(K+ D)dx = -2(l -x)K 

J* — j/x D^dx = 2 Yx E 

dx = 2(1 — x^YxC. 

J Vx 


K 


Jc^ 


0 

1 

2 

3 

4 

6 

6 

7 

8 

9 

d 

k'^ 

0,0 

1,5 

708 

747 

787 

828 

869 

910 

962 

994 

*037 

*080 

41 

0,9 

0,1 

1,6 

124 

169 

214 

260 

306 

353 

400 

448 

497 

546 

47 

0,8 

0,2 


596 

647 

698 

751 

804 

857 

912 

967 

*024 

♦081 

53 

0,7 

0,3 

1,7 

139 

198 

258 

319 

381 

444 

508 

573 

639 

706 

63 

0,6 

0,4 


775 

845 

916 

989 

*063 

*139 

*216 

*295 

*375 

*457 

76 

0,5 

0,5 

1,8 

541 

626 

714 

804 

895 

989 

*085 

•184 

*285 

*398 

94 

0,4 

0,6 

1,9 

496 

605 

718 

834 

953 

*0076 *0203 

*0334 *0469 

*0609 

123 

0,3 

0,7 

2, 

0754 

0904 

1059 

1221 

1390 

1566 

1748 

1940 

2140 

2351 

1175 

0,2 

0,8 


2572 

2805 

3052 

3314 

3593 

3890 

4209 

4553 

4926 

5333 

1397 

0,1 

0,9 


5781 

6278 

6836 

7471 

8208 

9083 *0161 

*1559 *3541 *8956 

875 

1 0,0 

k'^ 



9 

8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

d 

1 


K' 


h = K — In-^ 

k 



0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

D 


m 

B 


0,7 

OtO 871 

851 

832 

812 

791 

771 

750 

728 

707 

684 

20 

0,2 

0,8 

662 

639 

615 

591 

667 

542 

516 

489 

462 

434 

24 

0,1 

0,9 

405 

375 

344 

321 

278 

242 

204 

163 

118 

068 

36 

0,0 

k'^ 

10 

9 

8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

n 

B 

fli 


h'= K'— In f 
k 










V. Volletandige ellipfcische Integrale. 
V. Complete elliptic integrals. 
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Rekursionsfonneln : Recurrence formulae : 

(2n+3f f Kx^+'dx-Ain+iyj" Ka:"(?a: = 2a;''+i[E-(2wH- 3)(l-a;)K] 

= 2a:»+i[(2»+3)a:B — 2(n+l)E] 

4{n + iyJ‘Ex’'dx — (2w + 3)(2w + 5)J'ex’‘'^^ dx 

= 2®-+M[2n + l-(2« + 3)«]E+(l-a:)K) 

= 2 a;" +,M [2 (« + 1 ) - CS w -h 3) ic] E - a; B } 



Fig. 41. Vollstandige elliptische Integrale. 
Fig. 41. Complete elliptic integrals. 


1) K. F. Mflller, Arch. Elektrot. 17 (1926), S. 336. 
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V. Vollstandige elliptische Integrale. 
V. Complete elliptic integrals. 


0 


(? = 0,915965594 


(Catalansche Konstante). 
(Catalan's constant). 


17. Hypergeometrische Differential- 
gleichnngen : 

B = (!-«)' 

C = (- 

ax \ 


4 ^ 


. d^xB 
dx* 

d fl — X dx^C\ 
X dx ) 


17.HypergeQmetric differential equa 
tions : 

~ \ ^ = 0 

.(l-.)g + (3-4.)g-.;c = 0 


E 


m 



1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 



0.0 

1,6 

708 

669 

629 

689 

550 

510 

470 

429 

389 

348 

40 

0,9 

0,1 


308 

267 

226 

184 

143 

101 

059 

017 

•975 

♦933 

42 

0,8 

0,2 

1,4 

890 

848 

805 

762 

718 

675 

631 

587 

543 

498 

43 

0,7 

0,3 


454 

409 

364 

318 

273 

227 

181 

134 

088 

041 

46 

0,6 

0,4 

1,3 

994 

947 

899 

851 

803 

754 

706 

656 

606 

657 

49 

0.5 

0,5 


506 

456 

405 

354 

302 

250 

198 

145 

092 

038 

62 

0,4 

0,6 

1,2 

984 

930 

876 

819 

763 

707 

650 

593 

534 

476 

56 

0,3 

0,7 


417 

367 

296 

235 

173 

111 

047 

*983 

•918 

*852 

62 

0,2 

0,8 

1,1 

785 

717 

648 

578 

507 

434 

360 

285 

207 

129 

73 

0,1 

0,9 


048 

’*‘965 

*879 

*791 

*700 

*605 

*505 

*399 

•286 

*160 

95 

0,0 

H 



9 

8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

d 

A* 


E' 



0 12 3 4 

5 6 7 8 9 

d 


0,7 

0,8 

0,9 

1, 9883 *0062 •0228 •0410 *0598 

2, * 1910 2167 2437 2723 3026 

5376 5903 6492 7159 7930 

•0794 *0999 *1211 *1434 *1666 
3348 3694 4064 4464 4899 
8842 9967 *1396 *3423 *6889 

196 

322 

912 

0.2 

0,1 

0,0 


10 9 8 7 6 

■•■■■Ml 

B 

B 






V. Vollstandige elliptische Infcegrale. 
V. Complete elliptic integrals. 
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18« Vollstandiges elliptisches Integral | 18. Complete elliptic integral of the 

• 11 1 1 1 N j. 1- J J 1 \ - 


dritter Gattnng^): 


third kind^): 


"^j/cos^ qp + sin* qp 
cos* qp -|- r* sin* qp 


dq> 




+ iJ , 


+ l6 ^ + + F*)] 

+ l6 [~i^“F + (^ + 4)F(t + F + F‘)] 

, 16*'* r 37 ‘21 1 , / . . IN 1 / 6 , » I 1 I M 

+ '266 L“T4l~4oF“F+ 8^ F»l24‘^20l'*'^ 1'*^ iV)i 


j4==hijr, Jc' = 4e- 



Fig. 4‘2. GroBe Werte von. K, D, C, 


1) G. Hamel, Sitzungsber. der Berl. math. Ges. 81 (1932), S. 17—22. 
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Y. Vollstandige elliptische Integrale 
Y. Complete elliptic integrals. 


C== 


D--B 




k ^ 


0 

1 

2 

3 

4 

0,0 

0,1 

9635 

9783 

9934 

*0087 

*0243 

0,1 

0,2 

1233 

1408 

1586 

1767 

1951 

0,2 


3131 

3341 

3555 

3773 

3995 

0,3 


5429 

5686 

5949 

6217 

6491 

0,4 


828 

860 

894 

928 

963 

0,5 

0,3 

193 

235 

279 

324 

370 

0,6 


682 

740 

801 

863 

929 

0,7 

0,4 

380 

468 

559 

656 

757 

0,8 

0,5 

495 

646 

809 

983 

*171 

0,9 

0 , 

7733 

8107 

8535 

9032 

9620 


8 


d \ 


*0401 *0562 *0726 *0892 *1061 

2139 2330 2525 2723 2925 

4222 4445 4690 4931 5177 

6772 7060 7354 7655 7963 

998 *035 *073 *112 *152 

418 467 518 571 625 

996 *067 *140 *217 *297 

863 975 *094 *219 *353 

, *375 *596 *839 **106 **402 

*0336 *1239 *2442 *4203 *7351 


158 

188 

227 


0,9 

0,8 

0,7 


281 1 0,6 
35 : 0,5 


48 

67 

106 

204 

716 


0,4 

0,3 

0,2 

0,1 

0,0 


10 


k * 


C' 


D' — B' 


k'^ 


c = C -f 2 — In 


4 

k ' 


m 

0 12 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

d 

k '^ 

0,7 

0 , 4497 4416 4331 

4246 

4159 

4069 

3976 

3883 

3785 

3687 

90 

0,2 

0,8 

3585 3479 3372 

3260 

3145 

3027 

2902 

2775 

2642 

2503 

118 

0,1 

0,9 

236 220 204 

187 

169 

149 

128 

105 

078 

046 

20 

0,0 

k '^ 

10 9 8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

d 

m 


c'=C'-|-2 — Ini 
fc 


B = K — D 


ID 



1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

d 

r*l 

0,0 

0,7 

854 

863 

874 

884 

894 

904 

914 

924 

935 

945 

10 

0.9 

0,1 
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967 

977 
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*011 

*021 

*031 

*044 

•065 

12 

0,8 

0,2 

0,8 
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1 C 2 
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163 

175 

11 
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0,3 
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201 

214 

227 

240 

253 

267 

279 

294 

307 

13 
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0,4 


322 

336 

350 

365 

380 

395 

410 

426 

441 

456 

15 

0,6 

0,5 
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488 

504 

521 

537 

554 

571 

589 

607 
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17 

' 0,4 

0,6 
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662 
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719 

739 

760 

780 

801 

821 

20 ; 0,3 

0,7 


844 
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888 
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935 

959 

983 

*009 

*034 

♦061 

24 

0,2 

0,8 

0,9 
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115 

144 

174 

205 

236 

268 

301 

336 

373 

31 
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451 

492 

536 

583 

632 

686 

745 

811 

889 

49 
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V. VollHtandi^*‘« elhptiscbe Integral o. 
V. Comiplpi(‘ elliptic integrals. 



D ^ 


K—E 


k"- 



1 

2 

3 

4 
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6 

7 
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9 

d 


0,0 

0,7 
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884 
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237 

271 

307 

342 

379 

416 

453 

491 

36 

0,8 

0,2 


529 
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— 
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Oeiuiuere Taleln: | Moro-fl^iire tables; 

aj A, M. L(‘^^en(lre, Tafeln dor oil. Int. (Stuttgart 1931 boi Witiwer, Nacbdruckj geljen 
F und K init 9 I)('zixnalen, die vollst. Int. K und E mit Ti Dezimalon SchriU 1*^ in 
bt‘i(len Argumentw^inkeln. 

bj L M. M i 1 n e - T h 0 in s 0 n , Prnc. London math. Soc SB (1930) p. IGO— -104, gibt 
K, E, ^ mit lo Dezimalen fiir Ic^ - 0,01 . . . 1,00. 

c) A IVI. Legen d re, Tables of the complete und meomplele ell. int. with an introduction 
by Karl Pearson (London 1934, (Cambridge University Press, 

Siohe auch- Verzeichnis ben*chn(‘ter Funktionentafeln (Berlin 1928 beim VDI) 


Forinelsammlungen r Collections of Formulae: 

a) J. Hoiiel, Recueil de formules et de tables nunieriques (Paris 1901 bei Gauthier- 
Villars). 

b) W. La ska, Saminlung von Formeln (Bt lunschweig 1B88 bis 1894). 





V . Vollfttandige elliptische Integrale. 
Y. Complete elliptic integrals. 


QMS 0,006 0,007 0,008 0,003 


\-~y^y\o,oQ8 



0,000 OfiOl 0,002 0,008 0,00^ 0,005 0,006 0,007 0,008 0,00$ 0,010 


E~i =(0,6A;'2 + fi)ln (0,26A:'2 +eJ 
1 — B==(0,6fc'“+^.)ln -(0,76*'»+j3i,) 

Pig. 43. K = b P + (0,26 ft'® + *,) In * — (0,26 fc'* + x^) 
1 + D=:ln * +tO,75A:'>i+^.)ln t -(i'^+d'.) 


2 + C=ln + (2, 25 4'“’ +7,) In — (3,76A:'* + 7 ^) 


Lehrbiiclier : Text books: 

a) 0. S c k 1 6 m i 1 c li , Compendium der hoh. An., Bd, il^ S. 283 — 363 (Braunschweig 1874). 

b) A. Enneper, Ell. Funktionen (Halle 1876 bei Nebert) 641 S, 

c) H. Hancock, EIL Integrals (New York 1917 bei Wiley). 104 S. 

d) K. H. Schellbacb, Ell. Int. und Theta-Funktionen (Berlin 1864 bei Reimer). 440 S. 

e) J. Hafc, Eisenlose Drosselspnlen (Leipzig 1938 bei K. F. Koehler). 316 Seiten. 





V. Vollstandige elliptisclie lategrale. 
V. Complete elliptic integrals. 
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82 ° 
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3,3699 
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2,5273 

1,1140 

86 ° 

12 ' 

4,1037 

1,0079 

22 ° 

1,6307 

1,5142 

71 ° 0 ' 

2,5507 

1,1096 

86 ° 

24 ' 

4,1574 

1,0072 

i 23 ° 

1,6365 

1,5090 

71 ° 30 ' 

2,5749 

1,1053 

86 ° 

36 ' 

4,2142 

1,0065 

, 24 ° 

1,6426 

1,5037 

72 ° 0 ' 

2,5998 

1,1011 

86 ° 

48 ' 

4,2746 

1,0059 

i 25 ° 

1,6490 1 

1,4981 

72 ° 30 ' 

2,6256 

1,0968 

87 ° 

0 ' 

4,3387 

1.0053 

26 ° 

1,6557 ! 

1,4924 

73 ° 0 ' 

2,6521 

1,0927 

87 ° 

12 ' 

4,4073 

1,0047 

27 ° 

1,6627 

1,4864 

73 ° 30 ' 

2,6796 

1,0885 

87 ° 

24 ' 

4,4812 

1,0041 

28 ° 

1,6701 

■ 1,4803 

74 ° 0 ' 

2,7081 

1,0844 

87 ° 

36 ' 

4:5609 

1,0036 

29 ° 

1,6777 

; 1,4740 

1 

74 ° 30 ' 

2,7375 

1,0804 

87 ° 

48 ' 

4,6477 

1,0031 

30 ° 

1,6858 

1 

1,4675 

75 ° 0 ' 

2,7681 

1,0764 

88 ° 

0 ' 

4,7427 

1,0026 

31 ° 

1,6941 

1,4608 

75 ° 30 ' 

2,7998 

1,0725 

88 

12 ' 

4,8479 

1,0022 

32 ° 

1,7028 

1,4539 

76 ° 0 ' 

2,8327 

1,0686 

88 ^ 

24 ' 

4,9654 

1,0017 

33 ° 

1,7119 

1,4469 

76 ° 30 ' 

2,8669 

1,0648 

88 ' 

36 ' 

6,0988 

1,0014 

34 ° 

1,7214 

1,4397 

77 ° 0 ' 

2,9026 

1,0611 

88 

48 ' 

5,2527 

1,0010 

35 ° 

1,7313 

1.4323 

77 ° 30 ' 

2,9397 

1,0574 

89 ^ 

0 ' 

6,4349 

1,0008 

36 ° 

1,7415 

1,4248 

78 ° 0 ' 

2,9786 

1,0538 

89 ^ 

6 ' 

5,5402 

1,0006 

37 ° 

1,7522 

1,4171 

78 ° 30 ' 

3,0192 

1,0502 

89 ^ 

12 ' 

5,6579 

1,0005 

1 38 ° 

1,7633 

1,4092 

79 ° 0 ' 

3,0617 

1,0468 

89 ' 

^ 8 ' 

6,7914 

1,0005 

1 39 ° 

1,7748 

1,4013 

79 ° 30 ' 

3,1064 

1,0434 

89 ' 

^ 24 ' 

5,9455 

1,0003 

40 ° 

1,7868 

1,3931 

80 " 0 ' 

3,1534 

i 1,0401 

89 

' 30 ' 

6,1278 

1,0002 

41 ° 

1 1,7992 

1,3849 

80 ° 12 ' 

1 3,1729 

1,0388 

89 

' 36 ' 

! 6,3509 

1,0001 

42 ° 

i 1,8122 

1,3765 

80 " 24 ' 

1 3,1928 

1,0375 

89 

' 42 ' 

6,6385 

1,0001 

43 ° 

1 1,8256 

1 1,3680 

80 " 36 ' 

; 3,2132 

1,0363 

89 

’ 48 ' 

7,0440 

1,0000 

: 44 ^-’ 

1 1,8396 

1,3594 

80 48 ' 

3,2340 

1,0350 

89 

54 ' 

7,7371 

1,0000 

i 45 ° 

i 1.8541 

1 1,3506 

81 ° 0 ' 

! 3,2553 

1,0338 

90 


oo 

1,0000 

1 46 ° 

1 1,8692 

1 1,3418 

81 12 ' 

' 3,2771 

1,0326 





1 47 ° 

1 1,8848 

1,3329 

81 24 ' 

i 3,2995 

1,0313 





i 48 ^ 

1 1,9011 

1.3238 

81 ' 36 ' 

3,3223 

1,0302 





! 49 ° 

1,9180 

1,3147 

81 48 ' 

3,3458 

1,0290 
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V, Ellipfcieche Integrate. 
y. Elliptic integrals. 


C. Anwendung der vollstJlndigen elliptisehen Integrale 
auf die Induktivitiit von diinnwandigen Rohrspuleii. 

C. Application o! the complete elliptic integrals to the 
inductance ot thin walled cylindrical coils. 

d Spulendurchmesser, I Spulenliinge, d diameter of coil, I length of coil, 
tg a = d/l, = Modul, w Win- tg a == d//, k = sin a = modulus, w num- 

dungszahl, L Induktivitat der Spule, ber of turns, L inductance of the coil, 



1) a) P. Debye, Enzykl. math. Wiss., Y 2, Art. 17, S. 469. 

h) F. Emde, Elektrotech. u, Machinenbau (Wien) 80 (1912). S. 224. 

c) H. Nagaoka und S. Sakurai, Table No. 2 (Tokyo 1927, Inst, of phys. and 
chem. res.), p. 69 — 180. Ausgedehnte 6 stellige Tafeln. 

d) K. F. Muller, Archir f. Elektrotechnik 17 (1920), S. 330— 363. (Dort auch DiftV* 
rential- und Integral-Formeln.) 

e) F. Ollendorff, Potentialfelder der Elektrotechnik (Berlin 1932 bei Springer), 
S. 100 bis 123. 


Tluiptl^ Integrale. 


______^======^^ permeability 

1 s“S r;»s‘S“" 

tat des leeren Baumes, vv Oann ist very small comi 

Spulesehrkleingegendundf. 

1 t / K — tcr^ oi 1 . 


1 / K +^2Jt:z}^ — tg* «)• 
• n ' sin a 


(cf. P- 


.Oor+periodisckeFuakUoa. 

Fig. 45. <3P ^ K ^ ^ 


d 

1 

L 

Ilw^d 

0,00 

0 

0,01 

0,09828 

0,02 

0,1957 

0,03 

0,2924 

0,04 

0,3882 

0,05 

0,4832 

0,06 

0,5774 

0,07 

0,6708 

0,08 

0,7634 

0,09 

0,8552 

0,10 

0,9463 

0,11 

1,0366 

0,12 

1,1262 

0,13 

1,2150 

0,14 

1,3030 

0,15 

1,3903 

0,16 

1,4769 

0,17 

1,5628 

0,18 

1,6480 

0,19 

1,7324 

0,20 

1,816 

0,21 

1,899 

0,22 

1,982 

0,23 

2,063 

0,24 1 

2,144 

0,25 

2,225 

0,26 

2,304 

0,27 

2,383 

0,28 

2,462 

0,29 

2,540 

0,30 

2,617 

0,31 

2,693 

0,32 

2,769 

0,33 

2,846 

0,34 

2,919 

0,35 

2,993 

1 0,36 

3,067 

0,37 

3,140 

0,38 

3,212 

0,39 

3,284 

0,40 

3,355 

1 0,41 

3,426 

0,42 

3,496 

0,43 

3,565 

0,44 

3,634 

0,45 

3,703 

0,46 

3,771 

0,47 

3,838 

0,48 

3,905 

0,49 

3.971 

0,50 

4,037 


in L 

IIwH 


0 

0.50 

0 , 0^9828 

0,51 

0 , 0*^3915 

0,52 

0 , 0^8771 

0,53 

0,015526 

0,54 

0,02416 

0,55 

0,03464 

0,56 

0,04695 

0,57 

0,06107 

0,58 

0,07697 

0,59 

0,09463 

0,60 

0,11403 

0,61 

0,13514 

0,62 

0,15795 

0,63 

0,1824 

0,64 

0,2086 

0,65 

0,2363 

0,66 

0,2657 

0,67 

0,2966 

0,68 

0,3292 

0,69 

0,3632 

1 0,70 

0,3988 

0,71 

0,4360 

0,72 

0,4746 

0,73 

0,5146 

0,74 

0,5562 

0.75 

0,5992 

0,76 

0,6435 

0,77 

0,6893 

0,78 

0,7365 

0,79 

0,7850 

0,80 

0,8349 

0,81 

0,8862 

0,82 

0,9387 

0,83 

0,9925 

0.84 

1,0477 

0,85 

1,1041 

0,86 

1,1617 

0,87 

1,2206 

0,88 

1,2807 

0,89 

1,3420 

0,90 

1,4045 

0,91 

1,4682 

0,92 

1,5331 

0,93 

1,5991 

0.94 

1,6663 

0,95 

1,7346 

0,96 

1,804 

0,97 

1,874 

0,98 

1,946 

0,99 

2,019 

LOO 




4,037 

2,019 

4.103 

2,092 

4.168 

2,167 

4,232 

2,243 

4,296 

2,320 

4,359 

2,398 

4,422 

2,476 

4,485 

2,556 

4,547 

2,637 

4,608 

2,719 

4,669 

2,802 

4,730 

2,885 

4,790 

2,970 

4,850 

3,056 

4,909 

3,142 

4,968 

3,229 

5.027 

3,318 

5,085 

3,407 

5,143 

3,497 

5.200 

3,588 

5,257 

3,680 

5,313 

3,772 

5,369 

3,866 

5,425 

3,960 

5.480 

4,055 

5.535 

4,151 

5,590 

4,248 

5,644 

4,346 

5,698 

i 4,444 

5,751 

4,543 

5,804 

4,643 

5.857 

4,744 

5.909 

4,845 

5,961 

; 4,948 

6,013 

5,051 

6.064 

: 5,164 

6.115 

: 6,259 

6,165 

5,364 

6,216 

5 5,470 

6,266 

: 5,576 

6.315 

5,684 

6,365 

5,792 

6,414 

6,901 

6.462 

6,010 

6.511 

6,120 

6.559 

1 6,231 

6.606 

6,342 

6,654 

; 6,454 

6,701 

‘ 6,567 

6,748 

! 6,680 

8,794 

^ 6,794 
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Y. Indu€t4Micfi of coik. 

Flacho Bpul«n. 


Fiat ooiln. 



Hi 

liv'd 

4 /. 

n u'H 

1 ; 

d 1 

4 n: L 
litvhl 

4 L 

n 

0.00 

■X.' 

CXJ 

0.50 ' 

10,373 1 

20.75 

0.01 

34.50 

34604 

0.51 

10,263 * 

20.12 

0.0-2 

30.15 

1607,5 

0.52 

10,155 i 

19.53 

0.03 

27.(>0 

020,2 

0.53 

10,049 , 

18.96 

0.04 

25.80 

B45,0 

0.54 

8.946 j 

18.42 

0.05 

24,40 

4IMI,0 

0,55 

9.B45 ' 

17.900 

o.oe 

23.26 

3B7.S 

0,56 

9.746 

17,404 

0.07 

n,'i% 

318,5 

0.57 

8.B49 . 

16,929 

0.08 

21.46 

2S8,2 

0,58 

9,655 , 

16.474 

0.08 

20.'/2 

230.3 

0..59 

9.462 ; 

16.037 

0.10 

20.07 

2(K),7 

0.60 

9.371 

15.618 

0.11 

19.47 

177.04 

0.61 

8,282 

16.216 

0.12 

18.93 

157.78 

0.62 

9,195 

14.830 

0.13 

18.44 

141.82 

0,63 

9,109 

14,459 

0.14 

17.978 

128.41 

0.64 

9,025 

14.102 

0.15 

17.551 

117.01 

0.65 

8.943 

13.769 

0.16 

17.153 

107.20 

0.66 

8.8S2 

13.428 

0.17 

16.779 

B8.7C) 

0.67 

8.783 

13.109 

0,18 

16.428 

81.27 

0.68 

8.705 

12.802 

0.18 

16.087 

84.?2 

0.69 

8,629 

12,506 

0.20 

15.783 

78.81 

0,70 

B.554 

12,220 

0.21 

15.486 

73.74 

0.71 

8480 

11,944 

0.22 

15.202 

88.10 

O.TO 

840B 

11.678 

0.23 

14.931 

B4.82 

0.73 

8,337 

11.420 

0.24 

14.674 

0144 

0.74 

8,287 

n.m 

0.25 

14.427 

57,71 

0.75 

8,198 

10.931 

0.26 

14.180 

54,58 

0.76 

8,131 

10.699 

0.27 

13.963 

51.72 

0.77 1 

8,086 

10,474 

0.28 

13.745 

m.m 

0.78 i 

7,999 

10,256 

0.29 

13.535 

ms7 

0.79 


10,046 

0.30 

13.M3 

44.44 

0.80 

7.872 

9,840 

0.31 

i3.i:» 


0.81 

7,810 

9.642 

0.32 

12.948 

404? 

0.82 

7,749 

9.450 

0..33 

12.767 


0.83 , 

i.m 

9.264 

0.34 

i2..591 

37.03 

0.84 

7,630 

9.083 

0.35 

12.421 

3?i4!l 

0.85 1 

7,571 

8.908 

0.36 

12.256 

34,04 

0.H6 

7,514 

8.737 

0.37 

12.(»6 

MM 

0.87 ' 

7468 

8,572 

0.3t} 

11.940 

3142 

0.88 , 

7402 i 

8.411 

0.39 

n.769 

:m:i 

0.(«> I 

7,347 ' 

8.256 

0.40 

11.64.1 

21141 

0.00 

7,293 ! 

8.103 

0.41 

11..W 

2845 

0.91 

7/240 ' 

7.966 

0.42 

11.362 

27.05 

0.92 

7,188 

7,813 

0.43 

11.227 

2841 

0,93 

7436 

7.673 

0.44 

11.095 

25.22 

0.94 

im 

7.537 

0.45 

10.867 

24.37 

0.95 

7.035 

7.405 

0.46 

10.843 

23.57 

QMi 

6.985 

7.276 

0.47 

10.?21 

22.111 

0.97 

6.S37 

7.161 

0.48 

10.602 

22.08 

0.98 

6.889 

7.029 

0.49 

10.488 

2140 

0.99 

e,84i 

6.910 

0.50 

10.373 

20,75 

1.00 

6,7M 
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VI. Pjlliptisclie Funktionen. 
VI. Elliptic functions. 





VI. Elliptische Funktioaen. 
VI, Elliptic fanctions. 
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ist, so heiBt g? die Amplitude von ui 
(p = am u (Fig. 47) und ist eine un- 
endlich vieldeutige periodische Funk- 
tion von u mit den Verzweigungspunkten 


then g) is called the amplitude of w; 
9 = am (fig. 47) and is an infinite 
multiform periodic function of u with 
the branch points 


U 


und mit der Periode 4K'i. 


(2 JM + 1) j K' + 2 n K {m,n 

I and with the period 4K'i. 


am (w + 2K) = + am u, am (u + ^2 K') = Jt — am m, 

am (u + i 4K') = am u, am (— n) = — am 

am (i K ' — iu) ^ i In ^ 0. 


am Kp + P{q), P(q) = P(2 + p) = -P(2-p) = -P(- 9 ). 



Fig. 47. Relief der Funktion cp = am u fiir k =: 0,8. 

Die Tier echwarzen Flachen links sind Verzweigungsschnitte. (Vgl. Fig. 40. i 

Pig, 47. Relief of the function qp == am w for k = 0,8. 

The four black surfaces on the left-hand side are branch-lines, (cf. fig. 4(J.) 
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VI. Elliptische Funktionen. 
VI Elliptic functions. 


Im folgenden sei \ In the following let 

|’ = |- = p==2y = |-y, K' = xK, 2 = 


2. Doppelt-periodisclie Funktionen. 

2. Doubly -periodic functions. 

Perioden: | Periods: 

sin <p = sn M = — ■ 4K i2K' 


COS (p = mu 
y 1 — Jc^ sin^ 9 = dn M 

. 8X1 U 

^ ' cn »/. 


1 

Vk 

O'(v) 

4K 

und 

and 

i2K' 

v\ 

■ »(t’) 

4K 

und 

and 

2 K -j~ ‘i 2 K 

■)/*' 

&,{V) 

2K 

und 

and 

i4K' 

1 

' l/l' 

■»■,(«) 

2K 

und 

and 

t4K'. 

macht If we 

put u 

= Ui 

+ iws ®'Dd ] 


% == 0, so gelten die Naberungen | 0 we obtain the appr 

1 — 4 (7® COS^ V 

sn u sm y ~ sin y . (l + 4y cos^ y) 

1 — — 4 ^ sin^ t/ 

cn » cos = cos y • (1 -4y sin*y) 


t «2 = 0 we obtain the approximations 
^ = sin y • (1 + 4g' cos* y) 


dn M = 

1 + 4 g(l + 2gj sin* y 


8q sin^ y 










Fig. 48. Relief der doppeltperiodischen Funktion sn u flir h = 0,8. 
Pig. 48. Relief of the doubly-periodic function sn u for k =-: 0,8. 
(cf. p. 106.) 
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3. Komplexe Uberfiihrung von cn dn in sn (wi, h{), 

3. Complex transformation of cnw, dn w in sn(wi, Jci). 

Im komplexen Gebiet sind cn u und i In the complex domain cm and 
dn nicht wesentlicb verschieden von j dn u are not essentially different from 
sn 2^5 denn es ist : sn n, for 

cn (tijk) = sn (jk'K+k'u, iklk')^ 
dn (w, k) = ¥ - sn (K'— iK + iit, k'). 

Vg-l. die Figuren 48—60. | Cf. figures 48 — 50. 



Fi^r. 40 . Belief der doppeltperiodischen Funktion cn u Tm k = 0,8. 
Fig. 40. Relief of the doubly-periodic function cn w for = 0,8. 



Fig. 60. Relief der doppeltperiodieclien Funktion dnu fSr ^ = 0,8. 
lig. 50. Relief of the doubly-periodic function dnti for ^ = 0,8. 
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yi. Elliptische Funktionen. 
VI. Elliptic functions. 


4* Verm ehrung von u um Viertel- und Halbperioden. 

4. Increase of u by quarter and half-periods. 

Zur Abkiirzang werde s, c, d statt For brevity we write 5, c, d for sn 
snw, cn^^, dnw geschrieben. cnw, dn^^. 

sn (w K + 2 K' + u) dn (jn K + ni K' + u) 







VI. Elliptisclie Fanktionen. 
VI. Elliptic functions. 
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6. Funktionen von Summen. 
0. Functions of sums. 


AbbrSSsi (“1' • • 


w 

jV* an to 

iV* cn w 

iV* dn tc 

JV 

«1 + «J 



di dj ' ■"' ^ Cj Sj Cj 

1— (*«,«,)» 


dj i Cj^ dj Cji 

Cl cj — i Si dy dj 

dy Cj dj t' IC^ $1 Cy S^i 

”<^1* "i” (^'1^1 ^s)* 








— — "" " VI. Elliptische Funktionon. 

VI. Elliptic functions. 

i*" Fu»kti»ne„^4bl.itu.g... 

C.an.aio.s b.tw... the fu.clio.,, Der>,at.v... 


^ 2 C-\~ d 


= cn^J = rV-.’ dn^, = -^— ■ 

(s)' = cd, (c)' = -5d, {dy^-h^sc, (amwy-d. 

8. Integrale. 

8, Integrals. 

icjsdu = la 

= 2lr ©of i - 2lt ©of p = 9lt ©in p- - Sir ©in p ■ 

u 

]cj*cdu ^ arc cos d — arc sin ks 


r\ 

rdtt ,„«+«* 


^-A“- 


cZ "4" ^ 


*A 


arc cos = arc sin -j- 



Fig. 62. cn(K*2t;) als Funktion von 2v, 
Fig. 62. cn(K-2v) as function of 2 i?. 




VI. Elliptische Funktionen. 
VI. Elliptic functions. 
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u 

In 

U 


dj-Jc' 

(l-i-k')c 




u 

0 


e 

d 



du = £(amti). 



D. Differentialgleichungen. 
9. Differential equations. 










Fig. 53. dn(K'2v) ala Funktion von 2i’. 
Fig. 63. dn(K • 2r) as function of ^v. 


Nh 



VI. Elliptische Funktionen. 

yi. Elliptic fu nctions. 

10 . Die Jacobis che Zetafunktion znu, 

10 . The Jacobian Zeta-function znu. 

^ . E 1 dlnO* 

= yw + znw, « = iV 

i qsm^y 

2J1 M 1 + 2g{2 — C082^; + 4^2(1 — 2co82y) 

zn = zn (2 K + ti) = --zn (2 K — le) = — zn {—u). 



Fig. 64. Die Jacobische Zetafunktion zn(K*2i?) als Funktion von 2v. 
Fig. 64. The Jacobian Zeta-function zn(K*2t;) as function of 2u. 


11 . Definition der elliptischen Integrale und Funktionen 
nach Weierstrafi. 

11. Weierstrass's definition of the elliptic integrals and functions. 


00 

u=J^, S = 4 s®- 5 rjS — (jra = 4 (s - (s - Cj) (s - e,), 

9 


WO die Nullstellen 61,62, 63 der Funk- 
tion S mit ihren Koeffizienten ^2,^3 in 
folgender Weise zusammenhangen : 


where the zeros 63, 63 of the func- 
tion 8 are related to its coefficients in 
the following manner: 



VI. Elli{)tiscbe Funktionen. 
VI. Elliptic functions. 
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^3 — ^9 ^2 ^3 “J" ^3 ^2 4 , 92 ) ^ 2^3 4 93 

00 

/ ds f ^ i* d$ 

-—9 m ^ Z I — =r 

ys j vs 

— 00 

o _ - - 4- 4- 4- 4- 4- - . . 

S — pu — . + 2» + g + ,2 „ + gj^go + 


,/c ,Vi, ® I I S'*"* I Ss*"" I SpjJfsit’ , 

_ 4 . __4 _ + _ + __ + 

«1 = fig = p (o) + m'), eg = pa'. 


2coy 2 a)' heiBen die Perioden, ^21 ^3 ^o), 2 a)' are called the periods, ^2 ^ ^3 

die Invarianten der doppeltperiodischen the invariants of the doubly-periodic 
Punktion s = (pu, function s = pu. 



Pig. 66. Relief von s = pfw) « == K = 2,00 k == 0,8 

Pig- ob. Relief of s = v>(^t) o)' = i K' = 1,76 ^ k' = 0,0 

c\ = 0,463 = 1 -f €3 <^3 = 1,020 

e, = 0,093 9ti = — 

Cj, = — 0,640 
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VI. Elliptieche Funktionen. 
VI. Elliptic functions. 


n. Darstellung der Jacobischen elliptischen Funktionen 
durch die WeierstraBsche Punktion. 

12. Eepresentation of the Jacobian elliptic functions 
by the Weierstrassian function. 

I For real e let 


Bei reellen e sei > ^2 > <^ 3 * 


sn (m l/ci — Cs) = 

dn {u — fis) “ 

pu = 63 + 


y^M-e, 


cn (h y^i — ^ 


CO = 


g = e 

K 


0 ) 


|/pw- 




8 n*(w]/ei —tfj 

IS- Definition der Sigma- und der Zetafnnktion. 
18. Definition of the Sigma- and the Ze ta-fun c tion. 
d^u _ li^inau 
dn 


(pU^ 


ilu^ 




(Jt w** *h 


0 U 




no 140 8 400 


240 B40 161280 

14. Die spezielle Funktion 0, l). 

14. The special function 0, l). 

^ (m; fh, 9n) = wV (»«m; It; 

folgt far g 2 = 0 und g^ ’ | we obtain for <72 == 0 and -- g ^ ; 

p (h; 0, (j,) = V!hp(uVh\ 0, 1). 

Und' die Gleichung | From the equation 

P'*(m; 0,1)= 4p®(«;0,l) — 1 


Aus 

From 


zeigt, daB fiir ^3 = 1 gleich den 

dritten VP’urzeln von J sind, und zwar 


Yi 




wo 1 , £, die kubischen Einheitswurzeln 
bedeuten. Und aus 62 = =-/ ~ 

folgt die balbe reelle Periode cog = 
1,52995. Es ist dies der sog. aquian- 
harmonische Pall der elliptischen Funk- 
tionen. 

In der Tafel ist die Periode 2 cog in 
360^ geteilt. 


it follows that if <73 1 ei, fg, (\ become* 
equal to the cube roots of J, namelj 

where 1 , denote the cubic roots 

of unity; and from 


= 0 , 6300 , 


1/4 


we 


obtain the half real period » 1 ,52 995. 
This* is the so c*alled e<|uianbarmcmie 
case of the elliptic functions. 

In the table the period 2 ca^ is divided 

into 360®. 



Fig. 56 und Pig. 57. The Weierstrassian functions against r = 180®— for (gp,*- 0 , ^ 3 = 1 . 
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VI. Die WeierstraBschen Funktionen im aquianharmonischen Fall. 
VI. The Weierstrassian functions in the equianbarmonic case. 


r 

p' u 

p K, 



B 

P'u 

pu 


e u 

60 

*” 26,0441 

5,5378 

2,3529 

0,4250 

100 

- 3,1691 

1,4028 

1,1733 

0,8496 

51 

*” 24,5412 

5,3230 

2,3068 

0,4335 

101 

- 3,0706 

1,3763 

1,1615 

0,8581 

62 

-” 23,1510 

5,1203 

2,2624 

0,4420 

102 

- 2,9758 

1,3506 

1,1499 

0,8665 

53 

*” 21,8638 

4,9292 

2,2197 

0,4505 

103 

- 2,8845 

1,3257 

1,1386 

0,8750 

54 

- 20,6700 

4,7484 

2,1786 

0,4590 

104 

- 2,7962 

1,3016 

1,1274 

0,8835 

55 

”* 19,5620 

4,5775 

2,1389 

0,4675 

105 

- 2,7116 

1,2781 

1,1164 

0,8919 

56 

”■ 18,5305 

4,4157 

2,1007 

0,4760 

106 

- 2,6297 

1,2555 

1,1057 

0,9004 

57 

*” 17,5706 

4,2622 

2,0638 

0,4845 

107 

- 2,5508 

1,2335 

1,0951 

0,9089 

58 

-“ 16,6757 

4,1168 

2,0283 

0,4930 

108 

- 2,4745 

1,2121 

1,0847 

0,9171 

59 

-” 15,8403 

3,9786 

1,9939 

0,6015 

109 

- 2,4009 

1,1914 

1,0745 

0,9258 

60 

- 15,0596 

3,8473 

1,9606 

0,5100 

110 

- 2,3298 

1,1713 

1,0645 

0,9342 

61 

- 14,3292 

3,7225 

1,9284 

0,5185 

111 

- 2,2609 

1,1518 

1,0546 

0,9427 

62 

- 13,6449 

3,6036 

1,8973 

0,5270 

112 

- 2,1943 

1,1329 

1,0449 

0,9511 

63 

- 13,0035 

3,4824 

1,8672 

0,5355 

113 

- 2,1300 

1,1145 

1,0353 

0,9596 

64 

- 12,4013 

3,3824 

1,8379 

0,5440 

114 

- 2,0677 

1,0966 

1,0259 

0,9680 

65 

- 11,8356 

3,2795 

1,8097 

0,5525 

115 

- 2,0073 

1,0793 

1,0167 

0,9765 

66 

- 11,3035 

3,1812 

1,7822 

0,5610 

116 

- 1,9488 

1,0625 

1,0076 

0,9849 

67 

- 10,8026 

3,0872 

1,7555 

0,5695 

117 

- 1,8921 

1,0462 

0,9986 

0,9933 

68 

- 10,3306 

2,9975 

1,7297 

0,5780 

118 

- 1,8371 

1,0303 

0,9898 

1,0018 

69 

- 9,8856 

2,9116 

1,7046 

0,5865 

119 

- 1,7839 

1,0149 

0,9811 

1,0102 

70 

- 9,4654 

2,8293 

1,6802 

0,5950 

120 

- 1,7321 

1,0000 

0,9725 

1,0186 

71 

- 9,0686 

2,7506 

1,6565 

0,6035 

121 

- 1,6818 

0,9855 

0,9641 

1,0270 

72 

- 8,6932 

2,6751 

1,6334 

0,6119 

122 

- 1,6330 

0,9714 

0,9558 

1,0354 

73 

- 8,3382 

2,6027 

1,6110 

0,6204 

123 

- 1,5855 

0,9577 

0,9476 

1,0438 

74 

- 8,0020 

2,5333 

1,5892 

0,6289 

124 

- 1,5394 

0,9445 

0,9395 

1,0523 

75 

- 7,6832 

2,4666 

1,5679 

0,6374 

125 

- 1,4945 

0,9316 

0,9315 

1,0607 

76 

- 7,3810 

2,4026 

1 , 5472. 1 

0,6459 

126 

- 1,4509 

0,9190 

0,9237 

1,0690 

77 

- 7,0941 

2,3411 

1,5271 

0,6544 

127 

- 1,4084 

0,9069 

0,9159 

1,0774 

78 

- 6,8218 

2,2820 

1,5074 

0,6629 

.128 

- 1,3670 

0,8951 

0,9082 

1.0858 

79 

- 6,5626 

2,2251 

1,4883 

0,6714 

129 

- 1,3267 

0,8837 

0,9007 

1,0942 

80 

- 6,3163 

2,1704 

1,4696 

0,6799 

130 

- 1,2873 

0,8726 

0,8932 

1,1026 

81 

- 6,0819 

2,1177 

1,4514 

0,6884 

131 

- 1,2490 

0,8618 

0,8858 

1,1109 

82 

- 5,8587 

2,0670 

1,4336 

0,6969 

132 

- 1,2116 

0,8513 

0,8786 

1,1193 

83 

- 5,6459 

2,0181 

1 , 4 J 62 

0,7054 

133 

- 1,1750 

0,8412 

0,8714 

1,1277 

84 

- 5,4431 

1,9709 

1,3993 

0,7139 

134 

- 1,1394 

0,8313 

0,8643 

1,1360 

85 

- 5,2495 

1,9255 

1,3827 

0,7224 

135 

- 1,1046 

0,8218 

0,8572 

1,1444 

86 

- 5,0647 

1,8817 

1,3665 

0,7309 

136 

- 1,0705 

0,8126 

0,8503 

1,1527 

87 

- 4,8882 

1,8394 

1,3507 

0,7393 

137 

- 1,0372 

0,8036 

0,8434 

1,1610 

88 

- 4,7195 

1,7986 

1,3353 

0,7478 

138 

- 1,0046 

0,7949 

0,8366 

1,1693 

89 

- 4,5581 

1,7592 

1,3202 

0,7563 

139 

- 0,9727 

0,7865 

0,8299 

1,1776 

90 

- 4,4037 

1,7211 

1,3056 

0,7648 

140 

- 0,9415 

0,7784 

0,8232 

1,1859 

91 

- 4,2558 

1,6843 

1,2909 

0,7733 

141 

- 0,9109 

0,7705 

0,8167 

1,1942 

92 

- 4,1135 

1,6487 

1,2767 

0,7818 

142 

- 0,8810 

0,7629 

0,8102 

1,2025 

93 

- 3,9785 

1,6143 

1,2628 

0,7902 

143 

- 0,8515 

0,7555 

0,8037 

1,2108 

94 

- 3,8484 

1,5810 

1,2493 

0,7987 

144 

- 0,8227 

0,7484 

0,7973 

1,2192 

95 

- 3,7234 

1,5489 

1,2360 

0,8072 

145 

- 0,7945 

0,7415 

0,7910 

1,2273 

96 

- 3,6035 

1,5178 

1,2229 

0,8157 

146 

- 0,7666 

0,7349 

0,7847 

1,2356 

97 

- 3,4884 

1,4876 

1,2102 

0,8242 

147 

- 0,7393 

0,7285 

0,7785 

1,2438 

98 

- 3,3778 

1,4586 

1,1977 

0,8327 

148 

- 0,7125 

0,7223 

0,7723 

1,2520 

99 

- 3,2714 

1,4302 

1,1854 

0,8411 

149 

- 0,6861 

0,7164 

0,7662 

1,2602 





VI. Die WeierstraSschen Funktionen im aquianharmonischen Fall. 
VI. The Weierfitrassian functions in the equianharmonic case. 


r 

u 

pu 


0 U 

r 

p'u 

pu 

nm 


150 

-0,6602 

0,7106 

0,7602 

1,2684 

200 

+0,4200 

0,6650 

0,4836 

1,6511 

161 

-0,6346 

0,7051 

0,7541 

1,2766 

201 

+0,4426 

0,6687 

0,4781 

1,6678 

152 

-0,6094 

0,6999 

0,7482 

1,2848 

202 

+0,4656 

0,6725 

0,4724 

1,6646 

163 

-0,5847 

0,6948 

0,7422 

1,2930 

203 

+0,4887 

0,6765 

0,4666 

1,6712 

164 

-0,5601 

0,6899 

0,7363 

1,3011 

204 

+0,5123 

0,6808 

0,4608 

1,6778 

155 

-0,5361 

0,6852 

0,7305 

1,3093 

205 

+0,5361 

0,6852 

0,4550 

1,6844 

166 

-0,5123 

0,6808 

0,7247 

1,3174 

206 

+0,5601 

0,6899 

0,4492 

1,6908 

157 

-0,4887 

0,6765 

0,7189 

1,3255 

207 

+0,5847 

0,6948 

0,4433 

; 1.6973 

158 

-0,4656 

0,6726 

0,7132 

1,3336 

208 

+0,6094 

0,6999 

0,4374 

1,7036 

153 

-0,4426 

0,6687 

0,7075 

1,3417 

209 

+0,6346 

0,7051 

0,4314 

1,7089 

160 

“0,4200 

0,6650 

0,7020 

1,3497 

210 

+0,6602 

0,7106 

0,4254 

1,7162 

161 

-0,3976 

0,6615 

0,6962 

1,3578 

211 

+0,6861 

0,7164 

0,4194 

1,7223 

162 

-0,3753 

0,6582 

0,6906 

1,3658 

212 

+0,7125 

0,7223 

0,4132 

1,7284 

163 

-0,3533 

0.6552 

0,6850 

1,3738 

213 

+0,7393 

0,7285 

0,4070 

1,7346 

164 

-0,3315 

0,6522 

0,6795 

1,3818 

214 

+0,7666 

0,7349 

0,4008 

1,7406 

165 

“0,3099 

0,6495 

0.6739 

1,3898 

215 

+0,7946 

0,7415 

0,3946 

1,7483 i 

166 

-0,2886 

0,6469 

0,6684 

1,3977 

216 

+0,8227 

0,7484 

0,3882 

1,7623 ! 

167 

-0,2673 

0,6446 

0,6629 

1,4056 

217 

+0,8515 

0,7556 

0,3819 

1,76^ 1 

168 

-0,2461 

0,6424 

0,6575 

1.4135 

218 

+0,8810 

0,7629 

0,3754 

1,78381 

169 

-0,2251 

0,6404 

0,6520 

1,4214 

219 

+0,9109 

0,7705 

0,3689 

1,7692' 

170 

-0,2042 

0,6385 

0,6466 

1,4293 

220 

+0,9415 

0,7784 

0,3623 

1,7747 

171 

-0,1836 

0,6369 

0,6411 

1,4371 

221 

+0,9727 

0,7865 

0,3556 

ijmi 1 

172 

-0,1630 

0,6354 

0,6357 

1,4450 

222 

+1,0046 

0,7949 

0,3489 

1,7854 1 

173 

-0,1423 

0,6341 

0,6303 

1,4528 

223 

+1,0372 

0,8036 

0,3421 

1,7907 

174 

-0,1218 

0,6329 

0,6249 

L 4605 

224 

+1,0705 

0,8126 

0,3363 

1,7968 

175 

-0,1015 

0,6320 

0,6196 

1,4683 

225 

+1,1046 

0,8218 

0,3283 

1,8009 

176 

-0,0811 

0,6312 

0,6142 

1,4760 

226 

+1,1394 

0,8313 

0,3213 

1,8059 

177 

-0,0608 

0,6306 

0,6089 

1,4837 

227 

+1,1760 

0,8412 

0,3142 

1 1,81 C » 

178 

-0,0405 

0,6302 

0,6035 

1,4913 

228 

+1,2116 

0,8513 

0,3070 

i 1,8156 

179 

-0,0202 

0,6301 

0,5981 

1,4990 

229 

+1,2490 

0,8618 

0,2997 

1,8202 1 

180 

0,0000 

0,6300 

0,5928 

1,5066 

230 

+1,2873 

0,8726 

0,2924 

1,8248 

181 

+0,0202 

0,6301 

0,5874 

1,5142 

231 

+1,3267 

0,8837 

0,2849 i 

1,8293 

182 

+0,0405 

0,6302 

0,5821 

1,5217 

232 

+1,3670 

0,8951 

0,2773 1 

18337 

183 

+0,0608 

0,6306 

0,5767 

1,5292 

233 

+1,4084 

0,9069 

0,2697 1 

1,8379 

184 

+0,0811 

0,6312 

0,5714 

1,5367 

234 

+1,4509 

0,9190 

0,2619 

1,84211 

185 

+0,1015 

0,6320 

0,5660 

1,5441 

235 

+1,4945 

0,9316 

0,2640 

hMBl 

186 

+0,1218 

0,6329 

0,5606 

1,5516 

236 

+1,5394 

0,9445 

0,2461 

1,8601 

187 

+0,1423 

0,6341 

0,5552 

1,5589 

237 

+1,6866 

0,9577 

0,23801 

1853^ 

188 

+0,1630 

0,6354 

0,5498 

1,5663 

238 

+1,6330 

0,9714 

0,2298 1 

1,8678 

189 

+0,1836 

0,6369 

0,5444 

1,5736 

239 

+1,6818 

0,9855 

0,2216 1 

1,88091 

190 

191 

+0,2042 

+0,2251 

0,6385 

0,6404 

0,5390 

0,5335 

1,6808 

1,5881 

240 

+1,7321 

1,0000 

! 

0,2130 1 

1.8646 1 

192 

+0,2461 

0,6424 

0,5281 

1,5952 




t 

1 

193 

+0,2673 

0,6446 

0,5226 

1,6024 





! 

194 

+0,2885 

0,6469 

0,5171 

1,6095 






195 

+0.3099 

0,6495 

0,5116 

1,6165 





I 

196 

+0,3315 

0,6522 

0,5061 

1,6235 






197 

+0,3533 

0,6552 

0,5005 

1,6305 





i 

198 

+0,3753 

0,6582 

0,4949 

1,6374 





( 

199 

+0,3976 

0,6615 

0,4893 

1,6443 




1 

1 

i 



VI. Elliptische Funktioncn. 
YI. Elliptic fanctions . 
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15. Integralformeln fiir die WeierstraBschen Funktionen. 

15. Integral, formulae for the Weierstrassian functions. 


e/ 

/ 

F' 


du — -‘r ^./u -h 


J pu ‘ du = — III, J* . 

pht ■ du = p"'u - ^ fj^ ?i( + i ic 

gp + In 0 (u - ®) - In 0 (ii + v) 

./'ypji + rf “ T"^ pp’ ® *■“ + ^) ~ — p) -- 2jt gp]. 


16. Differentialgleichungen, 
die auf WeierstraBsche Funktionen Mhren. 

16. Differential equations which give Weierstrassian functions. 




£C 

® = f + f P' (j ; 9, f/s), !/s = ~ t 2 » «’ 

_ 2 _ _ 4-3a» 

a- Zp’ {U-, 0, g„y “■ 27 

X = /y,, 0) -h, (/,_ = - i-{a-b). 


17. Ausartungen der elliptischen Funktionen. 

17. Degenerations of the elliptic functions. 


1) /. ^'=1: 

sn ii = sin zt, 
cn u = cos u, 

dn iz == Ij 



K'== oo, 


CO = 

II 

3 

Ot) / 

/ .t \2 


1 ( ^' 

)■- 

V2a3/ 

^ \2(]i), 

( 203 ) 

gH=: 

1 , 
3 2ffl 

¥»" 

, W7t 

cot — 

2ct3 

<y?e =5 

2co 

— sm “ 

H31C 

203 

1 /««v 


lim 


.jr 

K 


fc* 


i6? 


% “= <*2 = - |> ffi = 3e,^ (/j ei». 





q) = Wnpu, jou = — 2ei + 3eiet8*(My'3ei) 


8n« = £gM, §« = -«!« + 1/361 ®tg(Ml/3ei) 

ciiM = diiM = |^, flu = ^@m(ttl/3ei) -e 2 


2 = 1 

9i = Wf 5^8 =<^® 

3 ) ej = 6 j = e, = 0 , 28 “Or 28 = 0 , ra = 00, to' = 00 

pu=>^7 gM = ^» ffM = M. 



Tafeln : | Tables : 

a) L. M. Miine-Thomaon, Die elliptischen Funktionen you Jacobi (Berlin 1931 bei 
Springer), fiinfstellig, filr reellea Argument, Scbritt 0,01 in w, 0,1 in k*, 

b) L. M. Milne-Thomson, The Zeta Function of Jacobi. Reprint from the Proc. R. S. 
Edinburgh (1931/32) 52, II, No. 11. zni^ mit 7 Dezimalen fiir w = 0,01 . , . 3,00 und 
A:* = 0,1 , . . 1,0. 


Formelsammlangen : | Colleoilons of Formulae: 

AuBer den bei den ell. Integralen genannten Bdchem von Ho del und Laska: 
J. Thomae, Sammlung von Formeln und Satzen (Leipzig 1905 bei Teubner). 


Lehrbficlier : | Text-books : 

AuBer den bei den ell. Integralen genannten Blichem von SchlOmilch und von 
Enneper: 

a) M. K r a u s e und E. Naetsch, Theorie der ell. Funktionen (Leipzig 19 12 bei Teubner). 
186 S. 

b) E. T. Whittaker and G. N. Watson, Modern Analysis (4. ed., Cambridge 1927, 
University press), p. 429—636. 

c) R. de Montessus de Ballore, Fonc. ell. (Paris 1917 bei Gauthier- Villars). 261 S. 

d) P. Appell und E. Lacour, Fonc. ell (Paris 1922 bei Gauthier- Villars). 491 S. 

e) A. G. Greenhill, Applications of ell. functions (London 1892 bei Macmillan). 352 S. 

f) F. Klein und A. Sommerfeld, Kreisel (Leipzig 1897—1910 bei Teubnerl 8.406 
bis 476. 



VII. Die Kugelfunktionen. 
VII. Legendre functions. 
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VII. Die KagelmnktiOBon. 

VII. Legendre functions. 

!• Definitionen. 

1. Definitions. 

a) Iiegendresohe Polynome (Kugelfimktioneii erster Art), 
a) Iiegendre’s polynomials (Spherical harmonios of the first kind). 

Das Legendresehe Polynom 1. Art, Legendre^s polynomial of the first 
^terOrdnungP„(ic)( 2 onaleharmonisclie kind, of the wth degree Pn(^) (zonal 
Kngelfunktion 1. Art) iSBt sich definie- surface harmonic of the first kind) may 
ren dutch be defined by 


Ftlr r<l und a?=cos^ lafit sich I When r<l and a: moose' we may 


entwickeln 


expand 


(1 — 2r cos •S' 4- r*)“ » = Po (cos «•) + rP^ (cos O') + r*P, (cos ■&)•+•••, 


far r>l: 


when 1 : 


(1 — 2rcoB'9' + »'*) * == -^ Po (cos ■§•) +iPi(cosd') 4-^ Pa (cos S') 4- • • ■ 

P„(cos S') = 2 • n \ -"- -T cos (» — 2) S- 

2".«! L 1 in — I 




1-2-8 (2«— 1 ) (2n — 8) (2w ~6) ^ ^ J 


Ffir ungerade n geht diese Eeihe his If n is an odd integer the series termi- 
cos O', far gerade n his cos (O • -O), und nates at cos O', if n is an even integer 
dem KoejEfizienten von cos (0 • h) ist at cos (0 • d) and the coefficient of 
der Faktor J beiznfftgen. cos (0 • d) will he multiplied by the 

factor J. 


Pn{x) 


n(n — l) 


n(n-l)(n—i)(n-S) ^ 

2 -4 (2n- iXan-S)"^ 
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VII. Die Kugelfunktionea. 
VII. Legendre functions. 


Pi (a:) = cos ■9' = a: 

P* (x) = i (3 cos + 1) = I (3a;* - 1) 

Pj (a:) — (5 cos 3'9’ + 3 cos =-|- (5 a:* — 3a:) 

P, (a:) = i (35 cos 4^ + 20 cos 2# + 9) = I (35a:^ - 30a:* + 3) 

Ps (a:) = i|j (63 cos 5^ + 35 cos 3 d + 30 cos ^) = | (63a:* — 70a:» + 15a:) 

Pg (x) — jjj (231 cos 60' + 126 cos 49'+ I05cos29 + 50) 

= i (231 - 315 a:* + 105 a* - 5) 



Fig. 58. Kurven (a;) = const, in der v, ®-Ebene. 
Fig. 68. Curves P, (a:) = const, in the v, x- plane. 


VIL Die Kugelfunktionen. 
VII. Legendre fanctions. 
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b) Kugelfunktionen zweiter Art. 
b) Spberical harmonics of the second kind. 


Iru folgenden sei z ein beliebiger Punkt 
der Ebene der komplexen Zahlen mit 
•A^usnahme der Punkte x auf der reellen 
■A.chse zwischen — 1 und + 1 . a? == cos 
reell). (Verzweigungsscbnitt anf der 
^Bellen Acbse zwischen — 1 und + 1 !) 
t)ann ist das Legendresche Polynom 
Art, Mter Ordnung fiir die Punkte z 
^efiniert durch 


In the following let z be any arbitrary 
point in the plane of the complex num- 
bers, excepting the points a? on the real 
axis between — 1 and + 1. a; = cos 0* 
(<0* real). (Branch line on the real axis 
between — • 1 and + 1 !) -Then Legen- 
dre^s polynomial of the 2*^^ kind of 
the n-th order is defined for the points z 

by 


0„(«) = P„( 2 ) 9lt(£otg z — Wn-i(z) 


Und for die Punkte x durch | and for the points a: hy 

Q„(x) = P.(x) 9lr %qx- 


<iabei ist 


where 


»* = 1 

1.2-3. ..n I \3 


n(n — 1 ) \ 


+ 


'1 1 n{n — 1 ) . n(n — t){n — 2 )(n — 3 ) \ , 

__ ^ -j- — l)( 2 n — 3 )/ T 


IPiir gerade fi bricht die Reihe mit dem 
Olied ab, fiir ungerade n mit dem 
Glied w®. 


If n is even, the series ends with the 
term if is odd it ends with the 
term w®. 


^ \ ^ • f ^ j_ (^ + 1) t 

— T73T6'.;.(2n+l)U« + ""^ 2(2n+3) 

('n-bll(^ + ^) (^ 4'3)(^ + ^) . 1 I 

2-4(^2w+3K2n+6) ’ + |1 ‘ 


(^) = 2 I (« + 1 )^ + uSt ) ^ 


1 - 3 (n + I ) 4* 2 ) _ 

1.2(2w+3)(2w + 6) 


(n + 5) -9* + 


■1 


Q„(_x) — |{G„(a: + 0-i) + £i„(x 0-i)} 

O‘n(x±0-i) = Qn{x) =F i3tiP„(x) 
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VII. Die Kugelfunktionen. 
VII. Legendre functions. 


Qo(x) = 3lt Xg » = taah = y In ^ — 

Qj^(a;) = X Qoi^) ~ 1 Q*{^) ~ Qoi^) 

Q^{x) = Piix) Qo(x) - }x Q,ix) = P^ix) Qo {x) - f + f ^ 

^s(x) — Pa(x) Qo(x) 1 '®^ ~t" s • • 


Die entsprechenden Ausdriicke fiir 
0„(«) erhftltmaii, indemmanStrSga; == 

2(r®otg« = Yln^ 
ersetzt. ;c^==®tgDo. 


The correspondiBg expressions for 
Dn(^) are obtained on replacing tanh”"^iD 

1 1 l + o; , . v>.i 1 1 z+t 

= 2l^I“t)y cotanh i,=-ln— y 

0 = cotanhQio. 



0 ) Zugeordnete Kugelfunktionen erster Art. 

0 ) Legendre’8 associated functions of the first kind. 

In the following let n and m be 
integers and w ^ w ^ 0. 


Ln folgenden seien n und m ganze 
Zahlen und n m 0, 


P^{x) = 


d^Pnicoa^) __ (1 — qj*/ + ^ 


d i^cos '0’)”* 


= (l-x“)> 


= (Mi fl _ jpe'i * ( a;«- 


4- 


{n — m) (n- 


-1) (n—m—2)(n — m—3) 

_____ jr 


1 > 

( 1 ) 


do:”* 


(n -m)(a — >n— 1) „_^_a 

2(2 M—1) 


2.4(2a — l)(2w— 3) 


■ + 


Vn. Die Kugelfunktionen. 
VII. Legendre functions. 


Ill 


== s' j ^ (n — m ) (n + w + 1) 1 — x 

«W 2»«m!(w — w)! r l(w + l) ^2) 

(t> — wKw — w— l)('«t + w+ l)(n+ w + 2) /I — , I 

l*2(m+l)(w+2) * 1 

Pl{x) = sitt 'O’ = fl —x^)^ 

Pl{x) = I sia 2# = 3 (1 — a;*)^x 
P|(a;) = f (1 — cos2'0') = 3(1— a:'*') 

■P 3 (^) = I (Bi° ^ + 5 sia 3 fr)‘ = f (1 — (5 a;* - 1) 

= t(cos cob a^) = 15(1 -a:*)a: /gx 

P*(a:) = 7(3 Bind'— sin 3 #) = 15(1 — a:®)^ 

P^‘(a) = jg(2 8in2d’+ 7 sm4d') = |(1 — a;®)'^(7 a:® — 3 a:) 
jPi (^) = it (3 + ^ cos 2«' — 7 COB 4 ❖) = f (1 — a:*) (7 a:®— 1) 

P» (a:) = i|5 (2 sin 2 » - Bin 4 ») = 105 (1 - a:*)^ a: 

F^ix) = ^(3 — 4 cos 2 -O' + 008 4'0’) = 105(1—3?*)^ 

In der komplexen Ebene wird die In the complex plane Legendre's 
zugeordnete Kugelfunktion 1. Art defi- associated function of the 1®* kind is 
niert durch defined by 


defined by 


TO = («*-!) 


7 dl”»P„(g) 
dz^ 


Die den Gleichungen (l), (2) und (3) The expressions for correspon- 

entsprechenden Ausdrttcke fiir ding to the equations (l), (2) and (3) 

erhalt man, wenn man in diesen Glei- are obtained on replacing in these 

!!! ”* mm 

chungen (1 — * durch (z^ — 1) ^ er- equations (1 — ajf) ^ by (z^ — 1) * 
setzt. 

SP^ (cos O’ rh 0 • i) = (cos -0) . 

d) Zugeordnete Kugelfunktionen aweiter Art. 
d) Legendre’s asiooiated funotiona of the eeoond kind. 

«* 

<?„»(cos^) = sin« = (1-.V 




cirw = (-!)’ 


^ 2^ • M ! (m + w'l ! 




\ *■} (2n+l)! ^ ' \;pn + m-M 

(w-l-w4-l)(n4"W + 2') 1 

-j 2(2 n + 3) + 

Q"^ (cos «) = J { *-">0“ (cos » + 0 - i) + *+’"!Q" (cos O'— 0 • i ) } 

^:{oc± O-i) = T i J P;‘(a:)) - 


M>l 



Fig. 61. Die zugeordneten normierten Kugelfunktionen 1. Art und 

Fig. 61. The associated normalized Legendre fnnctiona of the let kind and'P^^g(xX 
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teUSwe.'SaKsmiseam'^immm^atsmsmiBWKit: 




wmsm. 


i^^sisii 


-a:* CHS 9 


Fig. 62. Die augeordneten normierten Kugelfunktionen 1 . Art P^^i(a?) tand 
Fig. 62. The associated normalized Legendre functions of the istirfnd and (x). 


ISBBBSSSS”! 


il^ 






Fig. 63. Die zugeordneten normierten Kugelfunktionen 1 . Art and 

Fig, 63.The associated normalized Legendre functions of the istkind P^^^(x) and i^j .7 (x). 
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VII. Die Kugelfunktionen. 
VII. Legendre functions. 


P2« + l(0) = 0, P2„(0)=(-i)" 

Pn(—x) = (— l)”P„(a;), 


2, Spezielle W erte. 

2. Special values. 

1 • 3 • 5 • • - ( 2 n 


2 . 4 . 6 . 

P»(ar) = 


. 2 « 

P-n-l(^). 


Diese Gleichungen gel- ( - ( 0” (®) 

ten auch noch, wenn jPr(®) 

Pdurch$ und Odvireh | $„(— a:) = (-— l)* + ‘ Qni^) 

D ersetzt wird. I Qm = (— 1)’* + ^ (rj?) j 


These equations remain 
true, if we write a^nd 
£l in place of P and Q. 


= 1- 3 . 5 . . . (2n- 1) (1-a;^)* 
^„(l) = £l,„(l) = oo, 'O„(oo) = 0, P„((X)) = oo. 


Es bedeute im folgenden K eine be- 
liebige Kugelfunktion, und zwar Kn {x) 
entweder Fn{x) oder Qn(x)^ 
weder ^n(^) ^ni^) Kn 

weder Kn{x) oder Kni^)^ Das Ent- 
sprechende gilt fur und 

K!!\ Dann ist 


In the following let K denote an 
arbitrary Legendre function, viz. Kn (x) 
either JPn{x) or Qnix), Kn(^) either 
or OnW 8-1^4 Kn either Kn{x) 
or Kn{z)- The corresponding holds for 
K^{!^) and Then wo have 


X-rn ^ 

^ (w + w)! ^ ‘ 

3. Eekursionsformeln (vgl. auch 4. und 5.). 
8. Eecurrence formulae (cf. alsp 4. and 5.). 

nKn + l)Kn -2 - (2n -- l)xKn^i = 0 


+ 2(w + l) 


Yz^ 


: -- (ii--m)(n -j- m + = 0 


^m+ 2 (^) __ 2(m4- 1) cotg # + (n — m){n + m-f- \)K^J^{x) ^ 0 

(2 l)xK‘^ — (w — — (w -f = 0. 

4. Beziehungen zwischen Pund Q (5p und £1). 

4. Eolations between P and Q (5P and O). 

Qn 


Co -I 




+ : 


+ • 


(»— l;P„-,P„_, 

(l-a;*)[P„C;-C»Pn] = l 

p:ii (?: - p“ = p;l, . 


+ 1^1 


VII. Die Kugelfunktionen. 
VII. Legendre functions. 
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i bedeutet z. B. [ Here e. g. 

mtlicbe Gleichungeii unter 4. gel- All equations in 4. remain true if 
tuch noch, wenn P durcb ^ nnd we replace P by ^ and Q by D. 
rcb O ersetzt wird. 


b. Differentialbeziehungen. 

6. Differential equations. 

- 1)K: + 2xK-n(n+l)K„^0 (Legeadresche Differentialgleichuiig) 

^ (Legendre's differential equation) 

- 1) K = n(xK„-K„.^)=^-(n+ 1) (x K, - Jr„+i) 

nK„==xK-KU 

(n + 1) Kn — — xKn + Kn+l 

(2n+l)K„ = K:+,-KU 

(!c‘-l)Kr +2 xK:"-{n{n+l)- ) ZT = 0. 

1)Z“' -{n-m + l)K:Xt + {n+l)xKT = 0. 


i bedeutet z. B. 


I Here e. g. 

W Oder dKn+i(z) 


0. Additionstheore m. 

6. Addition theorem. 

fc cc der Abstand zweier Punkte auf Let a be the distance between two 
Einheitskugel mit den Koordinaten points on the unit sphere with the coor- 
►) und ist also dinates ('9’, g?) and ('9', g)'), then we have 

cos a = cos 9 cos 9' + sin 9 sin 9' cos (cp — qp'), 

ird I and obtain 

ios a) n 

(cos «■) P„ (cos ^0+22 m((p- tp') 

711 as 1 

+ w 

P„(cos«) =2 (cos ») ■ K' (cos 

m as — n 

die Fn die normierten Funktionen where P«‘ denotes the normalized func- 
uten (vgl. 7.). tions (cf- 7.). 
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VII. Die Kugelfunktionen. 
VIL Legendre functions. 


7. Integraleigenschaften. 
7. Integral properties. 

+1 


{oc) Pn {x) dx^O m =4= Wj J Pn^ (x)dx 

+1 

jT:{x).Fr{x)dx = Q ^ « + Z, j{lP:{x)fdx = 


\n + t 


{n 4" * 


2 n -f- 1 " 


Daraus die normierten Funktionen I From tliis we obtain the normalized 


1. Art: 


functions of tbe first kind : 


«■(*)- 

+ 1 +l 

Pi 1 -^ = 0 w + J, Jp;*(?a; = n(nH- 1) 

-1 -1 

(2tt+l)J'ai(x) de = + • . . 

1 

1 

(2n+ 1)/ « (x)dx = ^ 

0 

“ -I oos .p)” <i .> (L.pUo,) 
0 0 

. dp (Mehhr) 

^ }/^oog f — cos fr) y^(Qo%^ — cos i|>) 

0 9^ 

ft 

%»(/) = d • ’ y [!*± V-** — Icos 9))“ cos nnpd<p 

0 

+1 

W ~ yy f— f ' (Neumann) 

-1 

® ® 6;t3 = « 

or(s) = (-i)"‘— /* — 



VII. Die Kugelfuttktionen. 
VII. Legendre functions. 
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8. Asymptotisches Verhalten. 

8. Asymptotic behaviour. 

n » 1, £<0'<3r — 0<« « ”1“, 


(” + t)^ + T = 9^ 


we have 


P„ (cos &)==]/ [(l- 4^) '^otg ^ cos <p] • ■ • 

<?„ (cos ») = ]/ [(l - A) + — cotg # sin qp] • . ■ 

P:‘ (cos d) = (- ny‘ y sin (<p + ' 

n » m 

e.~ (eo= »)-(-,.)■• J/ oo.(»+-^)--- 

«! ^-W-y- 

f ^ ^ 

“• i' IV" KJ^ 

(n + OTii^-W ( a; y7l(2^;"+0 


« » 1 


9. Die A b 1 e i t u n g eu der Kiigelfunktionen erster Art nach. •8'. 
The derivatives by 8' of the Legendre functions of the first kind. 


„ dP. . „ dPj 

= 0. = ^ 


— .A 


■ 6 sin '9' + Y ^ 


= — 5 sin 2^ +-5^sin^ 'O' sin 2'^ 

tiO 4r 

!^ = -.l5sinO + l|58m^^-^^sm^^ 

^== — ^sin28+^ sin® 8 sin 2 8 — ^ sin^ 8 sin 28 
^ = — 28 sin 8 + 189 sin ® 8 — ^ sin® 8 + sin® 8 
'^=^-(2n + l)P.sin^. 


Oeuanere Tafeln: More-Rgure tables: 

Siehe Verzeicbnis berecbneter Funktionentafeln. Erster Teil: Besselsche Kugel- nnd 
iptische Funktionen (Berlin 1028, VDI-Verlag). Ferner; 
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VII. Die Kugelfunktionen. 
Vil. Legendre functions. 


a) G. PrdTOit, Tables des Fonctions sph^riqnes et de lenrs int^grales (Paris n. Bordeaux 

1983 bei Gauthier -Tillurs), gibt JP^‘(a:) und mit 6 bis 7 geltenden Stellen 

fj, a _ 0,01 . . . 1,00 nnd ti = 0, 1, 2, . . . 8 tmd »» = 0, 1, 2, . . . n. 

b) A, Schmidt, Normierte Kugelfanktionen vGotha 1986 bei Engelhard -Reyher), gibt 

^ - p* (cos w) and Ableitnngen (nat. Werte nnd Log.), 6 stellig, fdr « = 6° . , . 90®, 

l/2n + l ” 

Cobw = 0,9,... 0,0; « = 1,2, ... 6; w = 0, 1, . . . ti. 

Lehrbilcher : I Text-books : 

a) E.W. Hobson, Spherical and Ellipsoidal Harmonics (Cambridge at the UniTersity 
Press 1931). 600 Seiten. 

blGanesh Prasad, Spherical Harmonics and the Functions of Bessel and Lam6 
(Benares City [India] 1930—1932). 169 + 248 Seiten. 

c) E. Heine, Kugelfunktionen (Berlin 1878—1881 bei Reimer). 484 + 380 Seiten. 

d) W. E. Byerly, Fourier’s series and spherical, cylindrical, and ellipsoidal harmonics 
(Boston 1893, Ginn & Co.). 287 Seiten, 

e) Whittaker and Wat son, Modem Analysis, 4.ed. (Cambridge 1927), p. 302— 333 
(Legendre functions). 

f) E. Pascal, Repertorium der hOheren Mathematik, Analysis Ig (Leipzig 1929 bei 
Teubner) S. 1397-1416 (Verfasser: E. Hilb). 

g) J. C. Maxwell, Electricity and Magnetism (Oxford 1904), art. 128 — 146, 891, i31. 

h) F. Ollendorff, Potentialfelder der Elektrotechnik (Berlin 1982 bei Springer), S.262, 
272, 316. 

i) T. M. Mao Robert, Spherical Harmonics (London 1928 bei Methnen). 802 Seiten. 




VII. Die Ktigelfanktionen. 
Vn. Legendre functions. 
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^ 1 (*) 

Pg ( nc ) 


P,(x) 

Pf. (a;) 

-Pa(^) 

P,(x) 

o»oooo 

~ 0,5000 

0,0000 

0,3750 

0,0000 

-0,3125 

0,0000 


- 0,4998 

-0,0150 

, 0,3746 

0,0187 

-0,3118 

-0,0219 

C/y visauil 

in 

-0,4994 

-0,0300 

i 0,3735 

0,0374 

-0,3099 

-0,0436 


-0,4986 

-0,0449 

0,3716 

0,0560 

-0,3066 

-0,0651 


-0,4976 

-0,0598 

0,3690 

0,0744 

-0,3021 

-0,0862 

la^^OijQ 

-0,4962 

-0,0747 

0,3657 

0,0927 

-0,2962 

-0,1069 

CJty^oUO 

-0.4946 

-0,0895 

0,3616 

0,1106 

-0,2891 

-0,1270 

O » OQ 

-0,4926 

-0,1041 

0,3567 

0,1283 

-0,2808 

-0,1464 

O^WoOD 

-0,4904 

“0,1187 

0,3512 

0,1456 

-0,2713 

-0,1651 


-0,4878 

-0,1332 

0,3449 

0,1624 

-0,2606 

-0,1828 

0,1000 

-0,4850 

-0,1475 

0,3379 

0,1788 

-0,2488 

-0,1995 

O y HOO 

-0,4818 

-0,1617 

0,3303 

0,1947 

-0,2360 

-0,2151 

073.1200 

-0,4784 

-0,1757 

0,3219 

0,2101 

-0,2220 

-0,2295 

O? 1300 

- 0,4746 

-0,1895 

0,3129 

0,2248 

-0,2071 

-0,2427 

O 7 1400 

- 0,4706 

-0,2031 

0,3032 

0,2389 

-0,1913 

-0,2545 

O 7 1500 

-0,4662 

-0,2166 

0,2928 

0,2523 

-0,1746 

-0,2649 

O 7 1600 

-0,4616 

-0,2298 

0,2819 

0,2650 

-0.1572 

-0,2738 

0,1700 

-0,4566 

-0,2427 

0,2703 

0,2769 

-0,1389 

-0,2812 

0,1800 

-0,4514 

-0,2554 

0,2581 

0,2880 

-0,1201 

-0,2870 

O 7 1900 

-0,4458 

-0,2679 

0,2453 

0,2982 

-0,1006 

-0,2911 

0,2000 

-0,4400 

-0,2800 

0,2320 

0,3075 

-0,0806 

-0,2935 

O y 210o 

-0,4338 

-0,2918 

0,2181 

0,3159 

-0,0601 

-0,2943 

0,2200 

-0,4274 

-,03034 

0,2037 

0,3234 

-0,0394 

-0,2933 

07^300 

-0,4206 

-0,3146 

0,1889 

0,3299 

-0,0183 

-0,2906 

0,2400 

-0,4136 

-0,3254 

0,1735 

0,3353 

0,0029 

-0,2861 

0,2500 

-0,4062 

-0,3359 

0,1577 

0,3397 

0,0243 

-0,2799 

0,2600 

-0,3986 

-0,3461 

0,1415 

0,3431 

0,0456 

-0,2720 

0,2700 

-0,3906 

-0,3558 

0,1249 

0,3453 

0,0669 

-0,2625 

0,2800 

-0,3824 

-0,3651 

0,1079 

0,3465 

0,0879 

-0,2512 

0,2900 

-0,3738 

-0,3740 

0,0906 

0,3465 

0,1087 

“0,2384 

0,3000 

-0,3650 

-0,3825 

0,0729 

0,3454 

0,1292 

-Q,2241 

0,3100 

-0,3558 

-0,3905 

0,0550 

0,3431 

0,1492 

-0,2082 

0,3200 

-0,3464 

-0,3981 

0,0369 

0,3397 

0,1686 

“0,1910 

0,3300 

-0,3366 

-0,4052 

0,0185 

0,3351 

0,1873 

-0,1724 

0,3400 

-0,3266 

-0,4117 

-0,0000 

0,3294 

0,2053 

-0,1527 

0,3500 

-0,3162 

-0,4178 

-0,0187 

0,3225 

0,2225 

-0,1318 

0,3600 

-0,3056 

-0,4234 

-0,0375 

0,3144 

0,2388 

-0,1098 

0,3700 

-0,2946 

“0,4284 

-0,0564 

0,3051 

0,2540 

-0,0870 

0,3800 

-0,2834 

-0,4328 

-0,0753 

0,2948 

0,2681 

-0,0635 

0,3900 

-0,2718 

-0,4367 

-0,0942 

0,2833 

0,2810 

-0,0393 

0,4000 

-0,2600 

-0,4400 

-0,1130 

0,2706 

0,2926 

-0,0146 

0,4100 

-0,2478 

-0,4427 

-0,1317 

0,2569 

0,3029 

+0,0104 

0,4200 

-0,2354 

-0,4448 

-0,1504 

0,2421 

0,3118 

0,0356 

0,4300 

-0,2226 

-0,4482 

-0,1688 

0,2263 

0,3191 

0,0608 

0,4400 

-0,2096 

-0,4470 

-0,1870 

0,2095 

0,3249 

0,0859 

0,4500 

-0,1962 

-0,4472 

-0,2050 

0,1917 

0,3290 

0,1106 

0,4600 

-0,1826 

-0,4467 

-0,2226 

0,1730 

0,3314 

0,1348 

0,4700 

-0,1686 

-0,4454 

-0,2399 

0,1534 

0,3321 

0,1584 

0,4800 

-0,1544 

-0,4435 

-0,2568 

0,1330 

0,3310 

0,1811 

0,4900 

-0,1398 

- 0,4409 

-0,2732 

0,1118 

0,3280 

0,2027 


VII. Die Engelfunktionen. 
VII. Legendre functions. 


X 


Hmii 

0,61 

0,5100 

0,62 

0,6200 

0,53 

0,6300 

0,54 

0,5400 

0,55 

0,5500 

0,56 

0,5600 

0,57 

0,5700 

0,68 

0,5800 

0,59 

0,5900 

0,60 

0,6000 

0,61 

0,6100 

0,62 

0,6200 

0,63 

0,6300 

0,64 

0,6400 

0,65 

0,6500 

0,66 

0,6600 

0,67 

0,6700 

0,68 

0,6800 

0,69 

0,6900 

0,70 

0,7000 

0,71 

0,7100 

0,72 

0,7200 

0,73 

0,7300 

0,74 

0,7400 

0,76 

0,7500 

0,76 

0,7600 

0,77 

0,7700 

0.78 

0,7800 

0,79 

0,7900 

0,80 

0,8000 

0,81 

0,8100 

0,82 

0,8200 

0,83 

0,8300 

0,84 

0,8400 

0,85 

0,8500 

0,86 

0,8600 

0,87 

0,8700 

0,88 

0,8800 

0,89 

0,8900 

0,90 

0,9000 

0,91 

0,9100 

0,92 

0,9200 

0,93 

0,9300 

0,94 

0,9400 

0,95 

0,9500 

0,96 

0,9600 

0,97 

0,0700 

0,98 

0,8800 

0,99 

0,9900 

1,00 

1,0000 


- 0,1250 

- 0,1098 

- 0,0944 

- 0,0786 

- 0,0626 

- 0,0462 

- 0,0296 

- 0,0126 

0,0046 

0,0222 

0,0400 

0,0582 

0,0766 

0,0954 

0,1144 

0,1338 

0,1534 

0,1734 

0,1936 

0,2142 

0,2350 

0,2562 

0,2776 

0,2994 

0,3214 

0,3438 

0,3664 

0,3894 

0,4126 

0,4362 

0,4600 

0,4842 

0,5086 

0,5334 

0,5684 

0,5838 

0,6094 

0,6354 

0,6616 

0,6882 

0,7150 

0,7422 

0,7696 

0,7974 

0,8254 

0,8538 

0,8824 

0,9114 

0,9406 

0,9702 

1,0000 





VII. Die Kiigelfunktionen. 
VII. Legendre functions. 
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Fig. 66. Legendre’s functions of the 1st kind -PnW- 


d' 

p.w 

p.w 


p.w 

PA») 

PoW 

p, 

0’ 

1,0000 

1,0000 

1,0000 

1,0000 

1,0000 

1,0000 


1° 

0,9998 

0,9995 

0,9991 

0,9985 

0,9977 

0,9968 

0,9957 

2° 

0,9994 

0,9982 

0,9963 

0,9939 

0,9909 

0,9872 


3° 

0,9986 

0,9959 

0,9918 

0,9863 

0,9795 

0,9714 

0,9620 

4“ 

0,9976 

0,9927 

0,9854 

0,9758 

0,9638 

0,9495 

0,9329 

5° 

0,9962 

0,9886 

0,9773 

0,9623 

0,9437 

0,9216 

0,8962 

6° 

0,9945 

0,9836 

0,9674 

0,9459 

0,9194 

0,8881 

0,8522 

r 

0,9925 

0,9777 

0,9557 

0,9267 

0,8911 

0,8492 


8° 

0,9903 

0,9709 

0,9423 

0,9048 

0,8589 

0,8054 

0,7449 

go 

0,9877 

0,9633 

0,9273 

0,8803 

0,8232 

0,7570 

0,6830 

10° 

0,9848 

0,9548 i 

0,9106 

0,8532 

0,7840 

0,7045 

0,6164 

11° 

0,9816 

0,9454 

0,8923 

0,8238 

0,7417 

0,6483 

0,5462 

12° 

0,9781 

0,9352 

0,8724 

0,7920 

0,6966 

0,5891 

0,4731 1 

13° 

0,9744 

0,9241 

0,8511 

0,7582 

0,6489 

0,5273 


14° 

0,9703 

0,9122 

0,8283 

0,7224 

0,5990 

0,4635 

0,3218 

15° 

0,9659 

0,8995 

0,8042 

0,6847 

0,5471 

0,3983 

0,2455 

16° 

0,9613 

0,8860 

0,7787 

0,6454 

0,4937 

0,3323 


17° 

0,9563 

0,8718 

0,7519 

0,6046 

0,4391 

0,2661 

0,0961 i 

18° 

0,9511 

0,8568 

0,7240 

0,5624 

0,3836 

0,2002 


1 19° 

0,9455 

0,8410 

0,6950 

0,5192 

0,3276 

ai353 

1 -0,0433 1 












VJI. Die Kugelfunktionen. 
VII. Legendre functions. 




dF . 

d %' 

dQ ' 


\ 


0 " 

0,0000 1 

0,0000 

1 ° 

- 0,0176 

- 0,0523 

2 “ 

-“ 0,0349 

- 0,1046 

3 ° 

- 0,0523 

- 0,1668 

4 “ 

- 0,0698 

- 0,2088 

6 ° 

- 0,0872 

- 0,2605 

6 ° 

- 0,1045 

- 0,3119 

7 “ 

- 0,1219 

- 0,3629 

8 ° 

- 0,1392 

- 0,4135 

9 “ 

- 0,1564 

- 0,4635 

10 ° 

- 0,1736 

- 0,5130 

11 ° i 

- 0,1908 

- 0,5619 

12 ° 

- 0,2079 

- 0,6101 

13 ° 

- 0,2250 

- 0,6576 

14 ° 

- 0,2419 

- 0,7042 

15 ° 

- 0,2588 

- 0,7500 

16 ° 

- 0,2756 

- 0,7949 

17 ° 

- 0,2924 

- 0,8388 

18 ° 

- 0,3090 

- 0,8817 

19 ° 

- 0,3256 

- 0,9235 

20 ° 

- 0,3420 

- 0,9642 

21 ° 

- 0,3584 

- 1,0037 

22 ° 

- 0,3746 

- 1,0420 

23 ° 

- 0,3907 

- 1,0790 

24 ° 

- 0,4067 

- 1,1147 

25 ° 

- 0,4226 

- 1,1491 

26 ° 

- 0,4384 

- 1,1820 

27 ° 

- 0,4540 

- 1,2135 

28 ° 

- 0,4695 

- 1,2436 

29 ° 

- 0,4848 

- 1,2721 

30 ° 

- 0,5000 

- 1,2990 

31 ° 

- 0,5150 

- 1,3244 

32 ° 

“ 0,5299 

- 1,3482 

33 ° 

- 0,5446 

” 1,3703 

34 ° 

- 0,5592 

- 1,3908 

35 ° 

” 0,5736 

- 1,4095 

36 ° 

- 0,5878 

- 1,4266 

37 ° 

! - 0,6018 

1 - 1,4419 

38 ° 

- 0,6157 

- 1,4554 

39 ° 

- 0,6293 

- 1,4672 

40 ° 

“ 0,6428 

- 1,4772 

41 ° 

- 0,6561 

- 1,4854 

42 ° 

- 0,6691 

- 1,4918 

43 ° 

- 0,6820 

- 1,4963 

44 ° 

- 0,6947 

- 1,4991 
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VIII. Besselsche Funktion. 
VIII. Bessel fonction. 
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Fiff. 69 und 70. Hfihenkarte und Relief der BeMehchen Fnnktion /.(a; + iy) 
Fig. 69 and 70. Altitude chait and relief of the Bessel function 7„(x + iy). 
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VIII. Zylinderfunktionen. 
VIII. Bessel functions. 


Im folgenden bedeuten v, m und n 
stets gauze Zablen. Die mit p bezeich- 
neten Zahlen, Ordnung oder Para- 
meter Oder Index genannt, braucben 
nicht ganz zu sein. 


In the following v, m and n always 
denote integers. The numbers denoted 
by JO, called order or parameter or 
index, need not be integers. 


!• Definitionen. 
1. Definitions. 


a) Fnnktion erster A.rt Jp(z). 
a) Function of the first kind e/p(^r). 


Von den Zylinderfunktionen ist nur 
die Funktion erster Art mit ganzem 
Oder mit positivem, nicht ganzem Para- 
meter jp fiir ic = 0 endlich. 


Among the Bessel functions the 
function of the first kind only is finite 
for ic = 0, viz. if the parameter p is an 
integer or positive and not an integer. 


T (z\ == ^ 4. , 

^ 0\p\ !!(>+ 1)! 2!(jp+2)! 3!(^>+3)!'^ 




*=«0 


j;(2iy7) _ {iyty (1 + + + 3 !( p ^ 3 )! + • * •) 

= I*’"' 7,(4 


Es sei n> 0 ganz und 0 < < 1 . 

Dann ist 


Let n > 0 be an integer and 0 < 
< 1. Then we have 


(- 1). + (|)>. 

mit 1? _ (»»4-ii)! /2\*» (m + jj — 1)! /2\»»-a , , >)! 

£«= — ^ (-j + j-j {-) + • • ■ + (yj , 


with 


F = 'V__iL__ 

" Qc — 13 )! (n-f fcj! \ 2 / 


ifc>«0 


j^_„W = (-i)v„(4 

Mit = gilt fttr |^:1« 1: 


With j) = «4*^>0 we obtain for 

H << 1: 


•^.W = (- ^ (I)’- 

/,(«) 2' J„(is)~ g (P + 0), 
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VIII. Zylmderfunktionen. 
VIII. Besael functions. 


b) Ableitung dJpIdp. 
b) Derivative dJpjdp^ 

dJp{x> ^ A 4- B-, 

—0^ — -^py dp 


wo 

where 




dp 

A 


: (- 1)"^, 


In y = (7= 0,577 215665, In y = 0,115931 516, y = 1,781 072; 




,p(p) ( .r Y_ 1) 


0! jil 




t/i( j) 1 


(j? + 2) 

■2V(jp + 2)! \2 


P + 4 


4- 


.K\J>+2 , 

T) + 

1 iMP + ‘^) — U 

7! \2) 2!(jp + 2)! \2/ 


WO 

where 


^( 0 ) = 0 , tf-(l) 


1 ! ( |) + 

^ (x) = ^(_x) - w{0) = c + w{x), 

f{n) 

iH+i 
2 n 4 - 2 


(ef. p. 19) 


1 . 


1+1+7+ 


•4- 


2?„ = (n) J-„ Jn. 2 (X) 4- r, !;-7 : 4 (^) 




Bo = - (^) VY; 3 + V 2 / ' 

Jf. - [J.w - 1] + S, {if- (f)*+ ’ 


fcV+i+i (;-Y_ i±^* (iV+ 


Bi = Ji{x) — j-j-y; 2 / + 2! 3! \2 / 3! 4! \ 2 / 

Bj = (1 + l)J2^(x) — ^-j+j (y) + 


i+i /'"'V-i+J-'t'^ ('"'\^ + 

Yr4T\2/ 3! 5! \2/ 


~ ^ liege zwischen den ganzen 

Zahlen n und ^ + 1 * kann man 

zerlegen: 

B_^=(-l)"(C„- Dp), 

wo /_ c = (--V y iiiizEL ( " , 

^here ^ 1) Op [^J ^ k!(k—pn ["i / 


p -n-i-rj may lie between the iniogerh 
w and w + 1. Then we can put: 


.t \1 + V 


C. 


'» + 1 ' 


sin 5C7] 

7tTJ 


gj; = t/' (— (” — + *)• 

c...-if(ir+^+^(ir+-+ 

0,-0, -l-Ci-l, 


mit 

with 

X 

Y 


<2 \ n ' 

.r 


4 


1 ! 

(n— 1)! 


® n _ ^ 4 _ f 

Y^*“Y + Y> 


-?-a = 


2 

a;’ 


0! /,i\" 

2/ + n! 

*4-14 -'J 




2 48 



Vni. Neuniannsche Panktion. 
VTIl. Neumann function 
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Fiir I X I « 1 gilt 


For I ic I < < 1 we get 




[n— 1)! 


Ferner ist | Further we have 


k = n 


r\'i 




.(■vn + 2 


— i>(— v) /i'\” I '»(i —7]) 

(— jj)!n! la/ ■^(1 — ij)! {n+l)!\2 

1/1(2 — ri) /x\« + 4 

ula/ 


\ n + 2 


(2 — 7])! (n + 2^-’ 

2!(j( + '21!l2/ ' 3! (rt + 3i! I s'/ 

I /.r\« + 4 1 + j 

!(«-f2)!l2/ 3!(« + 3il IT/ 


7> _ 

l!iM+l)!l 2 

! ("a ) ~ (^)] ■“ 2 

Do = -B, 

A - [f - J.ft)] - J , (^) + ^ (0 ’-"^-^(7)’+ 


-h • 
- + 


10 


A = [; - ^2 (X)] - ^ (f )% mitf- (t)"+ 

Hiermit ergibt sich. (w <p < ^ -f- 1) I Prom this we obtain (n dj) < n -f 1 ) 


c) Funktionen zweiter Art 
c) Functions of the second kind 


Mit Jp(.x') hat Kpix) die beiden fol- 
genden Eigenschaften gemein: 1. Bei 
reellom, positivem x ist Np{x) reelL 
2. Wenn.r unbeg'renzt waclist und dabei 
reell bleibt, so verscbwindet Np(x), 


Np(x) has in common with Jp(.r)ihe 
two following properties: 1. Kp(x) is 
real for real positive x. 2. Np{x) va- 
nishes if X increases without limit but 
remains real. 


Np (x) sin^ijr = Jp (x) cos (x) 

J^p(x) = Jp (x) cos jr)3t — *Y/, (.r) sin prr 
N^p (,x) = Jp (j;) sin pjt -{- Np (x) cos pit 
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VJII. Zylinderfonktionen. 
VIII. Bessel functions. 


Mit den Bezeichnungen unter b) ist | With the notation of b) we have 

xN'jiix') — — Cp-\- -4j,+ ( — {Sp Dp), 

= - 6'„+ 2A„- (B„- Z)„), 

f N,{x) = J«- 5o, = (- 


■^« + «, 5 (®) — ( 1 )" 

Np(gi^”') = + 2» sin(wi)2'-) ctg (j? 2'-) J, («), 




8in(»Mp2'-) 
sin (jjS*-) 


Jpig). 


Fiir |it:| « 1 gilt 


When 1 X | « 1, we have 




Np{x) 


■ 1 )! / 2 \» 


where * V[t{— i?) + ^(»» - '»?)]• 



VIII. Hankelsche Fanktion. 
VIIL Haokel function. 
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d) Funktionea dritter Art und J2J,«(a;). 

d) F'miotions of tke tMrd kind Hjp^^ (x) and 
Fllr reelles ^gument haben diese These functions introduced bj Han - 

von Hank el eingefahrten Funktionen kel have complex values for a real 
komplexe Werte. Dagegen sind die Aus- argument. But the expressions 
drttcke 

reell ffir positives DieBedeutung are real when y is positive. The if- 
der iT-Funktionen filr die An- functions owe their importance 
wendnngen liegt vor allem dar- for applications to the fact, 
in, daB nnter den Zylinder- that among the Bessel fnnc- 
funktionen sie allein fiir un- tions they alone vanish for an 
endliches komplexes Argument infinite complex argument, viz. 
verschwinden, und zwar wenn ifC^) if the imaginary part of the ar- 

der imaginare Teil des Arguments po- gument is positive, if^^) if it is nega- 
sitiv, wenn er negativ ist: tive; 

r-co wenn n ^ a ^ ist. 

lim jyf (re-*») = 0, if 0 ^ ^ ;r 



X! 


Fig. 7S. Belief der Hankelichen Funktion 
Fig. 73 . Belief of the Hankel function 
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VIIL Zylinderfanktionen. 
VIII. Bessel functions. 


Zu ist Conjugate complex to Mi)(re*'») 

konjugiert komplex [nicht etwa is (Ve-‘^) [and not jyj,’)(re-‘-»)]. 
H^'> lre~*^)]- In den hier folgenden Therefore in the following tables only 
Zahlentafeln finden sich deshalh nur values for are to be found. From 

Werte fiir Aus diesen erhalt man these we also obtain ifj?' (re*'’) by the 

auch H<*>(re*^) nach der Formel formula = 2J„{x) — HW{x) 

= 2 /„(«;)— and which is conjugate 

da^u konjugiert komplexe jH'],’>(rc~‘'’). complex to it. 

(x) = Jp (x) + i (*) = (^) - ^-p (*»=)] 

(*) = Jp(x) - iNp{x) = [eP’^Mx) - J-p{x)] 

Jp (X) = (^) - iNp(x) = Hf\x) + iNp {X) = ^ lff^\x)+Hfix)] 

Np{x)^iJp{x)-iHf\x)=^iE<^\x)-iJp(x)=i[H'^\x)-H^^^^^^^ 





Fig. 74. Relief der Hankelschen Fnnktion Fig. 74. Relief of the Hankel ftinction 

Verzweigungsschnitt entlang der Branch line along the negative 

negativen imagin'aren Achse. imaginary axis. 

= a: + ty == — 90« < ^ < 270®. 





jS^'(Xtiy)-hf'’ >-x 

xtiyre'^ 


Fig. 75 . HShenkarto der Hankelschen Fig. 75 Altitude chart of the Hankel 
Zylinderfunktion i function 


Fig. 70. Relief der Hankelschen Zylinder- | Fig. 7C. Relief of the Hankel function 
funktion i 







136 


VIII. Zyliaderfunktionen. 
VIII, Bessel functions. 


(x) = ei”*-’ Hf (x ) , H% (x) = «*• (x) 

El^Hxe*") = - E!t^,(x) = 

(xe-‘") = - 

«{-(«•-) — a}-.w 

ijf (••’-) - >” i:^ fl}'> »■ 

Mit n<p = n-j-rj<n+lj n gaii25, With w<i) = n + 77<i^+l, n aa 
t integer, we have 

(— l)”'”E}(jiv‘”‘) = J3|(ir) coB(mt]2'-) 

+ [i El (j») T 2 Jj, (if) ctg (ij 2'-)] sin (m rj 2^-) 

(- T 2»»7„(«) 

(- l)«"ir|+o, 5 (*i*’") = si+ofi(ii) cos»t'-+ tiri+o^(if) sinm"- 

< (*)]/|^ “ - -ff*A (a^)l/|^ “ «-'* 
E%,(x)y^x = s'*, - e-'*- 

i’'+^Ei%,,ix) = S»+„,5 (-?■) 

+ S.+ofi(2y) 

Vi«y 

Soj,(2y) = 1, 5,.5(2y) = 1 + p SM(2y) = 1 + , 

M2y) = i + |4-^ + ^ 


iiro‘>(iy) = - iy) ± la ^ 0 < y « 1 

i»+‘ flj^>(iy) = iy ) « (:iy « + o 




r 


, 105 

105 

-1-^ 


» , 420 

. 945 


T 

In — 


yy 


(n — 1)1 

' r^r 

ff 

Vy/ 


VIII. Zylinderfunktionen. 
VIII. Bessel functions. 
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wo 

where 


_2 

¥ 


®*=o, 2/6x = i, y®8 = -^-y, — 1 + Y’ 


y 

^ * y' y ^ 2 6 ’ 


m! 1 (w — 1)! 1 


2^ + 1 0 j 2/^" 1 ! y w» 


+ 


1 ! 


nnd (vgl. S. 19 und 130) 


I and (cf. p. 19 and 130) 


0 ! 


rrr 


+ r) - 2 Iny , 


v = 0 


2, Asy mptotische Darstellungen. 
2, Asymptotic representations, 
a) Halbkonvergente Beihen von HankeL 
a) Semioonvergent series of Hankel. 


Voraussetzung: 
Supposition : 


x\ » 1 


und 

and 


la;| » Ip 


,<7 ^'•r^ - 1 -U -L. , (*P»-l)(4 p‘‘ -9)(4ff«-25) 

ap\j.) 1 -r -I- 2! (4a!)* 3! (4a:)* 


r =1, 2, , 

Sp (± i(]^ = Pp - 


(4jt}*- 1*) (4p*-- 3*) - • * (4p* — [2v — *1]*) 


v\ {4 zxY 




; WO 


(4p*-l)(4ii*~-9) , (4p*--l)(4p®-9)(4;>*-25)(4p*-49) 
/) (4p*-~l)(4^9»~-9)(4p*-~25) 


Bricht man mit dem Men Gliede 
ab und ist bei Fp(x) die Gliederzahl 
A:> J(2p — 5), bei Qp(x) die Gliederzahl 
A;> — 7), so ist der Fehler kleiner 

als der absolute Betrag des folgenden 
Gliedes. Man gehe also in der Reihe nur 
so weit, wie die Glieder abnehmen. 


If we stop at the fc-th term and 
if for Fp(x) the number of terms is 
k > \{2p — 5), for Qp{x) the number 
of terms k > i(2j? — 7), the error be- 
comes smaller than the modulus of the 
following term. We therefore have to 
continue the series only so far as the 
terms decrease. 


So(2x) 

Si(2x) 


1 + 


0,126 0,0703126 

X iC® 

0,376 0,1171876 




+ 


0,07324219 , 0,1121621 
0,144196 6 


a:® 

0,102 639 06 




X*' 


+ 


0,227 1080 
0,277 6764 


+ 


X 
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VIII. Zylmderfunktionen. 
VIII. Bessel functions. 


,•»+«.* y\ixzH^^{z) = ^*Sp(r-i 2 z) 
t-K-o.' 1 /llo = e-^^Sp(i 2 z) 

a = ri« = x + ii/, — 2 < (> < 2 , 

ff^>(rif) = s,i'’‘S^( 2 rif+^) 

e+v / 2 1 \ 

- 2 -)- 

ist 


Oder mit 
or with 


mit 

with 


Mit 


]/i 7 t!r 

Jp(x)yixx — Pp(x) cos f — ^»(a;) sin ip 


Far 

For 


ooi y 


Np(x) y^xx = Ppix) sin y + Qv(x) cos qp. 

= 0 8 ^ * 


holds 




Vi> 


Vi 


Vri 


Es sei 
Let 
Dann ist 


ri±e=:~g±»y, 0<(i<2, y > 0. y»l. 


Then we have 


S/(ri^v) 




Vt' 


i i±e) : 

Um die Genaui^eit zu steigera, kann 
man das kleinste Glied der Eeihe mit 
einem Faktor /* = | + c mnltiplizieren 
(s klein). 

Paktoren /"nach Burnett.^) 


S^( 2 ri^G-( 0 ) 
e» ±(f+~^'-£) 


V 2 wi 


/Sp( 2 r*±C‘+e)). 


In order to increase the accuracy^ 
we can multiply the smallest term 
of the series with a factor | « 

(jB small). 

The factors given by Burnett.^) 


1) s = »n- 1< r < «i + 1, m r==m + v, - SO" < (» < + SO*, 

j_ l+itgp j-i-f.4„_t2t gg ftir PpM 

2 Srcos'j for Qp(x) 

2 ) e=.iy, m-l<2y<m + l, m . 2y = m + t. 


, 3 i «• 

f- 1 ^. l + 8 +T + ~ 2 , far 

2 16y (4y)» ^ for 

1) Proc. Cambr. Phil Soo. 26 (1980), S. 146. 


Spi 2 y) 


VIII. Debyesche Reihen. 
YIII. Debye’s series. 
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Faktoren f nach Airey^). ' | Tbe factors /, given by Airey^). 

‘■'inCr., “-V4«, .- 1 / 89 . 

/•= 0,5 + 0,5m - 2m* + 7,5 M* -25,75 m". •• P^{x) 

/■ - 0,5 - 0,5m + 4,5 M* - 39,75 m* • • • Q^{x) 

/• = 0,6 + 0,5m + 3,5 M* - 37,75 m^ • • • {x) 

f= 0,5 - 0,5m + 2«» - 7,5it» + 12,25M^-- Q^{x) 

f = 0,5 + 0,5c - l,5c*+ 0,5c»+ 21,5c*- 40,5cS-.. 8^{2y) 

/•= 0,5 + 0,5c + 2,5c»- 3,5c*- 14,5 c* S^{2y). 

Ftir nicbt ganze x,y werden die f \ li x,y are not integers, we obtain 
hieraus durch Interpolation erbalten. j the factors f thereof by interpolation. 


b) Anfangskonvergente Beihen von Debye, 
b) Convergently beginning series of Debye. 

Es sei I Let 

1 4. A /I _ 4.. 4. !?!:£! 

S \w ‘ 8* \2k?* 9^0* ‘ biw^ 

1.8-6/ 6 17017^^ I70l7p«\ 

8* Uw’* bOw^ 270 48610® 



Die Reihe ist abzubrechen spSltestens, The series must be stopped when the 
wenn die Glieder nicht mehr abnehmen. terms no longer decrease. 

Rekursionsformel: Schreibt man Recurrence formula: If we write 
das tw-te Glied in der Form the m^th term in the form 

m 

(2ct— (ijs*" 

( 810 )“ ^ “-"Vic/ > 

n-O 

SO gilt mit Ji:=«»+2w + 2 [we obtain with i: = »M+2«4-2 


T 2fc + l 

+ + (2l»+ l)()t+ 1) I 


3)C'„,,+ (2fc+l)C„ 

, n + lL 


^0 ,0 ^ , — 1 , OT -f 1 ' 


Im folgenden seien p nnd s reell und In the following let p and $ be real 
positiv, und es sei s '> 2,5 und and positive and let s !> 2,5 and 
mindestens s > 6 . Dann kdnnen die at least s > 6. In this case the Bessel 
Zylinderfunktionen durch ^ asympto- functions can be represented nsymptoti* 
tisch dargestellt werden, wie folgt: cally by as follows: 


1) Arch. Math. u. Phys. 22 (1914), S. 30. 
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VIII. Zylinderfunktionen 
VIII. Bessel functions. 


i/i « I 


P“§(±S) 


a:® = i 5 *— s*, u 

With 


+ ^r 5 : 8 -i = 3 V, 


i? 


Yy ® • '^(®) + §2 

Vt ^ SP — §2 cos (p 

a;* = jp>+s®, 9) = s — jjaretg^-^, ^(*s) = #i — 


y^=S^-.p>, M=i._Slr3:g^. 

r*= s^'-'P^, cos2<J = “, y* = jp*tg2(^ = s*8in2(j, 
= = 2/3 = simp 2«, 


u = (Stg 2a-~a, t;=ctg2j3 + /3 


r< 2p 


we have 


^=27, r>2p Z=m*'>^2J 

^ for ^ we have 


Es wird ^ ^ fiir . aoci.t und fiir ^ ^ 

We obtain “ “ ^ for “ “ and ® for ^ 0,jJ415 rad. 


Piu- ^; == p ist 


We have for 'Z = 


i' >0==^ 


.+f 0,894 614 636 8 


fl/0) = i 


und die Ableitung nach 0 


/l !_\ 4. ■•+1 0,011 788 677 0 / 

V 225^ + * V 


and the derivative by e 


14 626 ja* . 


rr 5 ,/„\ ..± 1 0,821 700 387 8 /, , 23 \ , ..±f 0,178 922 927 4 /., 947 V 

Sp(l)) = * p [^ + um^) + ^ -y=^ (l-eFsoo:^} 


VIII. Zylinderfunktionen. 
VIII. Bessel functions. 
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c) Formoln Ton Nicholson, 
o) Formulae of Nicholson, 

Zur Abkttrzung werde gesetzt | Put for brevity 

± (cf. fig. 78, p. 142), 

= §(a:) (cf. fig. 127, p. 235). 

Dann ist bei groBem (ganzem) n und | Then we have for large n (integer) and 
kleinemq/n | small q/w 

'^»(»-‘l)~’^-«-§(2q£), 

J^n(n+ q) = « ■ © (2 q e), 

~ ^n(n,+ q) = £ • ® (2 q e), 




3 V w -f- <1 
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VIII. Zylinderfunktionen. 
VIII. Bessel functions. 


d) Formeln von Watson, 
d) Formulae of Watson. 

Es sei p groB iind p = be- 

liebig. Dann ist 


Let p be large and p ^ 


uann ist I arbitrary. Tlien we have 

“ fiV-, 


mit einem Febler < ^ 


with an error < 

P 


r 1 i- 

(VF+7*) ~ 3 ®^ L© in) cos qo + ® (y) sin qp i , 
{Vf '+ t) ~ 3 ^ L® {y) sin ® (y) cos (JO I , 

h}{V^+ 2*) = 3^[©(y) T iS)(y)]e-‘''’ 


3f)' 

g±i(.p+30»)^l 


WO 

where 


1/8 i. 


q) = q — y - p • a.Ktg(qlp)- 
der Fehler ist Mein gegen 24 : jp. | the error is sir 



VIII. NullsteUen. 
VIIL Zeros. 
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Es sei 
Let 


8. NullsteUen. 

8. Zeros. 

Zj,{x) = Jp{x) cos cx — Np(x)sinoc. 


1. Z^{x„) = 0, 
x„ = p 


n 

9.- 


- 1, 2, 3, . 




I L J_ 

16 (4 106 (4 


mit 

with 


sp 

g = 4p*, ^ = (p — 0,5 + 2n)-^- — ix, 

(2, = 7g-31, <22 = 833*- 9823+ 3779, 

<2, = 6 949 3* - 153 855 3* + 1 585 743 3 - 6 277 237. 


Im besonderh 

JoM = 0, 

Ji(x„) = 0, 
2 . z;(x„) = 0, 


j Especially 

^ 4- _ 0,05 3 041 0,2^2 051 ^ 

^ — n ^ ^ ^ ^ — 1)^ ' {4n — ly 

J- ^ 1 0)01 5 399 0,245 270 

tt ^ 4 4 n -|- 1 (4 w-f- 1)® (4 n -f- 1'® 

M = 1, 2,. 3, ••• 


mit 

with 


^n = 7'- 


2 +_5 

8 7 6(4 7)® 


^2 

16(4 7;'^ 


3 = 4j)*, y = (^ + 0,5+ 2 m) I — a. 


Qi = '^s’‘ + 823 — 9, 

= 833* + 20753* -30393 + 3537. 


£ 


1 — 6 


0,03 9 44 
(6wi — I)*/’* 


Die folgenden Formeln gelten nur fiir 
groBes p . 


The following formulae are true only 
if p is large. 


Jp(^t) = 0, Jp (xi) = msix,, a?i = jp + 0,808618 Vp + •• • 

5. = 0, xi^p + 0,931 577 Vp+--- 


0. J^(x„) = 0, 

, ■, ,,-c nizr, 3/- , 1,033 15 0,004 

+ =i) + l,8o5757 Vp + 

X2~ p + 3,244 7 ^p + '- ■ ■ ■ 

^2:=ii + 4,38i7Vp+5i;.;!«... 


0,0t)0 83 


0,044 H _ 

V^Vl> 
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VIII. Zylinderfanktionen. 
Till, Bessel functions. 


7. = 0, wt = 0, 1, 2, . . m + 0,5=p: 

% ~i) + 0,961 ]/¥+ ‘ • • 

2,596 

= P + 3,834 \p H- • • • 


4 . Elenaentare Funktionalgleichungen. 
4 . Elementary functional equations. 


Im folgenden bedeutet ^3,(0?) oder 
kurz Zp eine Abkiirzung fur CiJ^fix) 
+ C2iV3,(a;), wo Ci, C2 willktirliche (reelle 
Oder komplexe) Konstanten bezeichnen. 
Ebenso Z=Ci/H-C2A^ zur Unter- 
scheidung zweier solcher Funktionen. 
Dabei sind die Cj, C2, Ci, als vom 
Index j:} unabhiingig vorausgesetzt. 


In the following or shortly 

is an abbreviation for CiJ'y,{x) 
+ (^)> where c'l, denote arbitrary 

(real or complex) constants. Likewise 
^ -f (‘giV to distinguish between 
two such functions. Cj, C2, Ci, 62 are 
assumed to be independent of the in- 
dex jp. 


Zp-i H- Zf^i = ^Zp 

71 ^ 






2 

TCix 




Es seien a, 6, c die Seiten und a, y Lot a, 2 #, c be the sides and a, j 3 , y 
die Winkel eines Dreiecks; oder auch the angles of a triangle; or also complex 
komplexe Grdfien, in die jene 6 reellen magnitudes into which those 6 real 
GrciBen stetig iibergefiihri werden kon- magnitudes may be transferred continu- 
nen. Dann ist ously. Then we have 

= a — her^^ 

Z,{c)e<^!‘ = 2 Z,^^{a)J^{h)e*”'r. 

m=a — 00 


und 

and 




VIII. Zylinderfunktionen 
VIII. Bessel functions. 
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Itn besonclern nut |3 = 0 , ^ | Especially with (3 == 0, y = 7 t 

nt = — 00 

and wife == a/cos ^ = &/ sin ^ , y = ‘JO**, 

'2'j, (y«®y 6“)cosi)^ y {— lr^®+am(a)«/sm(6), 

in = — 00 
-1-00 

Zj,(ya‘‘‘+ ^ l)’"^»+2m+i(a)«Jam+i(y- 

m = — oc 

»i =0 

Im Sonderfall Zp =• kann A beliebig In the special case when Z^ — /,,, X 
sein. Sonst muB | 1 — X^\ < 1 sein. may be arbitrary; otherwise we must 

take ! 1 — I* I < 1. 

5. D iff erentialfor mein. 

5. Differential formulae. 

<(Z^ P ry , P y y I7 ly 

dx X ^ X 1 2 2 

Zf{Kx)^ = — Z„+i(«a;) 


:=*Zjyc 


..-1 




.<■ Zf-xiyax) 




^ \ iC- 






«. Integralfo r mein (unbestimmte Integrale). 
6. Integral formulae (undetermined integrals). 

/ OC 

r — 0 

J .c‘‘+'‘- Zp{x)dx = 

/ aj-p+i Zp(x)dx = — x-‘’+^Zp-i(x) 
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yin. Zylinderfunktionen. 
VIII. Bessel fanctions. 


J _ ^2^3; - ^*] Z,{ax) dx 

= ^xZji{ax)Z^-i{^x) - axZp-.i{ax)Zt,(^x) + {p—q)Zp(aoo)Z^{l^x') 

J xZp{ax) Zp{§x)dx = ^ 5 






jP + « 


Zi(x)dx == — Zo(ir), y* a;Zo(a;)rfa; = xZx{x), 


7, Differentialgleichungen, 
die auf Besselacke Eunktionen fiihren. 

7. Differential equations that give Bessel functions. 

y" - 1 - + \^(pyxy-^Y + y = 0, 1 / = a;“Zp(/3a;>') 

f + [(/3ya;)'-i)=> - = 0, j/ = 

y' + (/J* - !/ == 0, y = l/F Zp {^x) 

f + ^~ty + (/3* + J/ = 0, J/ = a:“ 

^ (*y) + [(^yocy-^y - (^)“] y = 0, 3/ = Zpifixy) 

y' + |y+(l-g)2/ = 0, y = 

y" + -l-y - (i + f i) y =■ 0. 2/ = 

y' +-^ y + (i - y = 0, Zp{x]/1) 

f + i y - (i 4- g) 2 / = 0, J/ = 

^' + i 2^ - [i + (^^)*] y= 



VIII. Differesiialgleiclmiigeii. 
VIIL Differential equations. 
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y" + -^ 2/' + y = 0) y = ^o (■/«* ^ ) 

y" + {rne‘f‘ + y = 0, y^Yx Zf,(ym xe ® ) 
y” + hx'^y = 0, y = YxZ i 

7rt4-2 ' 

y" + 'bxy =0, y = Yx Zijp^ Y^) 
y" -\-ix^y 2/ == l/aj ^ x*) 

y" + + 2^rixy-^) y + + ^y{y-2a)ixy-^] y = 0, 

j/ = x“e± Zj,(^a: 5') 

2 /" + (i + 2i) Y - (?’ ± ^) 2 / = 0, y = e±<-Z,(x) 

y" + 2/ + -V- y-Y^e-"^ Z, @ 

2/" + (- -f' - ^ (¥) 

+ (5: “ ^ tg^) 2/' - + *-^) y = 0, 2/ = 

+ (i + ^ 2^' - S'* “ 

f ^(^l- 2u) y + (l - I* + - h' - “) y = 0, 2/ “ 

8. Integraldarstellungen. 

8, Integral representations. 

Im folgenden sei n eine ganze, p + l In the following let n be an integer, 
eine beliebige positive reelle Zahl; p -\- \ nny positive real number; 

w = u-\-iv, ca = <p + if, e = r^^=x + iy 

spipn komplexe Voriinderliche, und y sei may be complex variables, and y an 
ci ti beliebiger Winkel zwischen — ^ und arbitrary angle between — «■ and « — O', 
ir — '0. Zur Abkiirzung werde nocb der For brevity we put 
Ausdruck 

- V 

y* ii(p— y 


gesetzt. 




■ Pig. 80. Belief der Fnnktion 0, z = i). 

HOhenstufen 0,1. | Altitude steps o’l. 



VIII. Integraldarsfcellungen. 
VIII. Integral representations. 
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Integrationsweg (vgl. Pig. 79) 


tA- — 

from 

etwa liber 
about via 
nach « 

to ^ = 
ergibt , , 
gives 


■— +■ too 

0 

Tj — ioo 


! Path of integration (cf. fig. 79) 
Yl — ioo — 

2:jt — fi + ioo 2x--7j + ioo 

2Mz). 



Fig. 81. Relief der Funktion exp (?«^‘^^*co8co -f- 1,5 i(a) — {n)). 

iti ,»_™. 1 R « — _ /> ^ 30® 

jf; = 1,5^ z =■ e 

Hohensfcufen 0,2 | Altitude steps 0,2 

Phasenetufen 24o | Phase steps 240 



coA(p^in(p 


Hierin sind die folgenden iilteren Dar- The following older representations are 
stellungen als BpeziaHTille enthalten: contained therein as special cases: 

n 

I* 

Jn{/) = -- I cosncf d(p (Hansen) 

0 



VIII. Zylinderfunktionen. 
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n 

^-^J'coa(z&mip — n(p)d(p (Bessel'^ 
0 

!L 

2 . 

(r) = COS (z sin (p) cos (2« gj) cZ qp 
0 

rt 

2 " 

cos (^ cos qp) cos (2 w qp) ff 

0 

TC. 

2 

= —J'sin (z sin qp) sin (2n + l)qp 


A 

= (_ 1 )» ^ J' sin (z cos qp) cos (2m + 1) qp rfqP 
0 

00 

N„iz) = ~^J'cosiz^o\tp)dip, y >0 

QQ 

flp(!)(2) = iJ>+i-iy*e-(^(£oiV(JofjpV'<^^j 2/<0 (Heine). 


b) Polssonsolie Integraldarstellunff. 
b) Poisson’s integral representation. 

) Unterscbeiduag der Funktionen 1 Distinctionbetween the functions 

' « H wkn4*V»n ^ f 1ini4"A/V*l!*n4"lAY1 


durch die Integrationswege, 


by the paths of integration. 


Zj,{z) = S — wy »■ dw. 


Integrationsweg bei positivem x (vgl. Path of integration for positive a; 


Pig, 82) 


(cf. fig. 82) 


H'‘> I H'” 


w-Ebenc a = 

I etwa fiber 

about via 


^ V I, . 

zj to <’• 


1 + ioo 


+ ioo 4-1 4-1 


Z,{z)= H»>(i.) 2J,iz) 


Fig. 82 . 


VIII. Integraldarstellungen. 
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0 

Die Substitution iv = cos o liefert ] The substitution w = cos eo gives 

ticoso) sin^J^co dm. 

Path of integration (cf. %. 83) 


Of 

Integrationsweg (vgl. Pig. 83) | 


von 

from * ^ 

0 

rj — ioo 

0 


y 

co-Ehene 

etwa tiber 
about via 

V 

n 

sr — • ij 



zJ 

nach 

to ^ = 

‘t] — ioo 

% 

7C 




ergibt 

gives — 

Er{z) 


2J^{z) 


<ri-* 



71 

T 





Fig. 83 . 


IS J' cos (z 
0 

7t 

cos cp) (pd(p 





-1 C ■ 

ISl / sin 

[z sin (p) cos^^ (pd<p — 



to 


0 



J 


Unterscheidung der Funktionen 
durch die Integranden. 


P) Distinction between the 
functions by the integrands. 


Integral fdr und iv = iht — 1 in the integral for and iv = 
demIntegralfiirif(^)lieferndieHankel- in the integral for give HankeDs 


Die Substitutionen + 1 in dem 

itegral fiir 
‘m Integral fiir. 
schen Integrale 

h Se V ^ 


The substitutions 1 in 

5 integ] 
the int 
integrals 


H,{,) 


oo 


wo die oberen Vorzeichen ttir die where the tipper signs hold for 
unteren fiir gelten. Am einfachsten the lower signs for We ffbtain 

setzt man A: = 1. . the simplest case, if we put A: = 1. 






VIIL Besselsche Punktion. 
VIIL Bessel function. 
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VIII. BesBelsche Punktion. 
VIII. Bessel function. 



X 

Ji 

2 

J8 

"s 

Jh 

2 

J 7 

2 

2 

III 

2 

tf IS 

2 

0 

0 

0 

0 



BH 

0 

1 

+ 0,6714 

+ 0,2403 

+0,04950 

+0,0^7186 

+0,0^807 

+ 0,0^74 

+ 0,0=6 

2 

+0,5130 

+0,4913 

+0,2239 

+ 0,06852 

+0,01589 

+ 0,0^2973 

+ 0,0=467 

3 

+0,06501 

+ 0,4777 

+ 0,4127 

+ 0,2101 

+0,07760 

+ 0,02266 

+ 0,0=5493 

4 

-0,3019 

+0,1853 

+ 0,4409 

+ 0,3658 

+0,1993 

+ 0,08261 

+0,02787 

5 

-0,3422 

“0,1697 

+ 0,2404 

+0,4100 

+0,3337 

+ 0,1906 

+ 0,08558 

6 

-0,09102 

-0,3279 

-0,07295 

+0,2671 

+0,3846 

+ 0,3098 

+0,1833 

7 

+0,1981 

-0,1991 

-0,2834 

-0,0“3403 

+0,2800 

+0,3634 

+ 0,2911 

8 

+0,2791 

+ 0,07593 

-0,2506 

-0,2326 

+0,04712 

+ 0,2856 

+ 0,3456 

9 

+ 0,1096 

+0,2545 

-0,02477 

-0,2683 

-0,1839 

+0,08439 

+0,2870 

10 

-0,1373 

+0,1980 

+0,1967 

-0,09965 

-0,2664 

-0,1401 

+0,1123 

11 

-0,2406 

-0,02293 

+0,2343 

+0,1294 

-0,1519 

-0,2538 

-0,1018 

12 

-0,1236 

-0,2047 

+0,07242 

+0,2348 

+0,06457 

-0,1864 

-0,2354 

13 

+0,09298 

-0,1937 

-0,1377 

+0,1407 

+0,2134 

+0,0‘'7065 

-0,2075 

14 

+0,2112 

-0,01407 

-0,2143 

-0,06245 

+0,1830 

+0,1801 

-0,04151 

15 

+0,1340 

+0,1654 

-0,1009 

-0,1991 

+0,0'“7984 

+ 0,2039 

+0,1415 

16 

-0,05743 

+0,1874 

+ 0,09257 

-0,1585 

-0,1619 

+0,06743 

+0,2083 

17 

-0,1860 

+0,04231 

+0,1935 

+0,01461 

-0,1875 

-0,1139 

+0,1138 

18 

-0,1412 

-0,1320 

+0,1192 

+ 0,1651 

-0,05501 

-0,1926 

-0,06273 

19 

+0,02744 

-0,1795 

-0,06578 

+ 0,1649 

+0,1165 

-0,1097 

-0,1800 

20 

+0,1629 

-0,06466 

-0,1726 

+ 0,02152 

+ 0,1801 

+0,05953 

-0,1474 

21 

+0,1457 

+0,1023 

-0,1311 

-0,1335 

+0,08656 

+0,1706 

+0,0=2808 

22 

-0,0-1506 

+0,1700 

+0,02469 

-0,1644 

-0,07701 

+0,1329 

+0,1435 

23 

-0,1408 

+0,08253 

+ 0,1516 

-0,04956 

-0,1666 

-0,01563 

+0,1592 

24 

-0,1475 

-0,07523 

+ 0,1381 

+ 0,1040 

-0,1078 

-0,1444 

+0,04157 

25 

-0,02112 1 

-0,1590 

+ 0,0-2038 

+0,1594 

+ 0,04260 

-0,1441 

-0,1060 

26 

+ 0,1193 1 

-0,09664 

-0,1305 

+ 0,07155 

+ 0,1497 

-0,01972 

-0,1581 

27 

+ 0,1469 1 

+0,05030 

-0,1413 

-0,07646 

+ 0,1214 

+ 0,1169 

-0,07380 

28 

i +0,04085 ! 

+0,1466 

-0,02514 

-0,1511 

-0,01263 

+ 0,1470 

+0,07040 

29 

“0,09833 : 

+0,1074 

+0,1094 

-0,08858 

-0,1308 

+0,04798 

+ 0,1490 

30 

-0,1439 

-0,02727 

+0,1412 

+0,05080 

-0,1293 

-0,08961 

+ 0,09649 

31 

-0,05790 

-0,1330 

+0,04503 

+0,1402 

-0,01337 

-0,1441 

-0,03776 

32 

+ 0,07778 

-0,1152 

-0,08858 

+0,1014 

+ 0,1108 

-0,07024 

-0,1349 

33 

+ 0,1389 

+0,0^6053 

-0,1383 

-0,02701 

+ 0,1326 

+0,06318 

-0,1115 

34 

+ 0,07240 

+0,1182 

-0,06196 

-0,1274 

+ 0,03574 

+ 0,1368 

+ 0,0^8521 

35 

- 0,05775 

+ 0,1202 

+0,06805 

-0,1105 

-0,09015 

+ 0,08732 

+0,1176 

36 

-0,1319 

+ 0,01335 

+0,1330 

+0,0^-5119 

-0,1320 

-0,03812 

+ 0,1204 

37 

-0,08441 

-0,1027 ' 

+ 0,07609 

+0,1130 

-0,05472 

-0,1263 

+0,01718 

38 

+ 0,03836 

-0,1226 

-0,04804 

+ 0,1163 

+ 0,06946 

-0,09984 

-0,09836 

39 

+ 0,1231 

-0,03091 

-0,1255 

+0,01482 

+ 0,1282 

+ 0,01478 

-0,1240 

40 

+ 0,09400 

+ 0,08649 

-0,08751 

-0,09743 

+ 0,07046 

+ 0,1133 

-0,03931 

41 

-0,01977 

+ 0,1225 

+ 0,02873 

-0,1190 

-0,04906 

+ 0,1083 

+ 0,07811 

42 

-0,1128 

+ 0,04656 

+ 0,1162 

-0,03273 

-0,1216 

+ 0,006668 

+ 0,1234 

43 

“0,1012 

-0,06990 

+ 0,09633 

+0,08110 

-0,08313 

-0,09850 

+ 0,05793 

44 

+ 0,0^2129 

-0,1202 

-0,01033 

+ 0,1190 

+0,02927 

-0,1131 

-0,05753 

45 

+ 0,1012 

-0,06023 

-0,1052 

+0,04854 

+0,1128 

-0,02599 

-0,1191 

46 

+ 0,1061 

+ 0,05315 

-0,1026 

-0,06430 

+ 0,09284 

-0,08247 

-0,07312 

47 

+0,01438 

+ 0,1158 

-0,0'6991 

-0,1165 

”0,01037 

+ 0,1146 

+ 0,03718 

48 

-0,08848 

+ 0,07188 

+ 0,09297 

-0,06220 

-0,1020 

+ 0,04306 

+ 0,1119 

49 

-0,1087 

-0,03648 

+ 0,1065 

+0,04735 

-0,09972 

-0,06566 

+ 0,08497 

50 

-0,02961 

-0,1095 

+ 0,02304 
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-0,0^7388 

-0,1131 

-0,01750 
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+ 8681,7 

2 

- 0,2348 

“ 0,3956 

+ 0,8282 

“ 1,6749 

+ 5,0340 

“ 20,978 

+ 110,35 

3 

- 0,4560 

+ 0,08701 

+ 0,3690 

“ 0,7021 

+ 1,2691 

- 3,1053 

! 10,117 

4 

- 0,2608 

+ 0,3671 

“ 0,01457 

“ 0,3489 

+ 0,6251 

“ 1,0577 

+ 2,2834 j 

5 

+ 0,1012 

+ 0,3219 

“ 0,2944 

“ 0,02756 

+ 0,3329 

“ 0,5718 

+ 0,9249 

6 

+ 0,3128 

+ 0,03889 

“ 0,3322 

+ 0,2379 

+ 0,05460 

“ 0,3198 

+ 0,5318 

7 

+ 0,2274 

“ 0,2306 

“ 0,1285 

+ 0,3224 

“ 0,1939 

“ 0,07313 

+ 0,3088 

8 

- 0,04105 

“ 0,2740 

+ 0,1438 

+ 0,1841 

“ 0,3049 
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23 
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+ 0,1446 
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24 
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+ 0,1446 

“ 0,08716 
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+ 0,1240 

+ 0,07994 

“ 0,1607 

25 

+ 0,1582 

1 + 0,01479 
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+ 0,01720 
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“ 0,07304 
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“ 0,1020 
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“ 0 , 0^9951 
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33 
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“ 0,1311 

38 

+ 0,1236 

“ 0,04161 

“ 0,1203 

+ 0,05745 

+ 0,1098 

“ 0,08344 

“ 0,08560 
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+ 0,03407 

“ 0,1240 

“ 0,02453 

! 

+ 0,1272 

+ 0 , 0^705 

“ 0,1276 

+ 0,03427 

40 

“ 0,08414 
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+ 0,1208 

41 
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42 
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i “ 0,1078 

44 

+ 0,1203 

“ 0 , 0"4863 

” 0,1200 
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+ 0,1170 
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“ 0,1064 

45 

+ 0,06248 
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“ 0,05564 

+ 0,1088 

+ 0,03874 

“ 0,1165 

“ 0,01026 

46 

“ 0,05084 

“ 0,1050 

+ 0,05769 

+ 0,09871 i 

“ 0,07271 

“ 0,08449 

+ 0,09291 

1 47 

“ 0,1155 

“ 0,01193 

+ 0,1163 

“ 0 , 0 M 43 

“ 0,1162 

+ 0,02269 

+ 0,1109 

48 

“ 0,07372 

+ 0,09001 

+ 0,06810 

“ 0,08292 

“ 0,05600 

+ 0,09342 

+ 0,03460 

49 

+ 0,03426 

+ 0,1080 

“ 0,04088 

“ 0,1038 

+ 0,05571 

+ 0,09361 

“ 0,07673 

! 50 1 

+ 0,1089 

+ 0,02743 

“ 0,1105 

“ 0,01638 

+ 0,1128 

“ 0 , 0^3933 

1 

“ 0,1120 


(cf. fig. 86, p. 153.) . 
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VIII. Zylinderfunktionen. 
VIIL Bessel functions. 


TaMn: | TaMes: 

Siehe Verzeichnis berechneter Fnnktionentafeln, 1. Teil( Berlin 1928 beim VDI); ferner 

a) Rep, Brit. Ass., Sect. A, Leeds 1927. Nullstellen von Jp{x) mit 6 Dezimalen fiir 

^==~~1,00; —0,99; [-1,00. 

b) Rep. Brit. Ass., Sect. A, Gia8go.w 1928. dJp{x)ldp mit 6 Dezimalexi ffir- ^ ; 

± 1,5 und a;== 0,1; 0,2; . . . 20,0. 

c) K. Hayashi, Piinfstellige FunMonentafeln (Berlin 1930 bei Springer). Gibt die von 

A. Dinnik berecbneten Werte U-j-iV von mit 4 Dezimalen 

far r = 0,2; 0,4; ... 8,0 nnd fur O' = I- , 1, 2, . . . 7, sowie -O' = — 0,001^ rad. 

d) Siebenstellige Tafeln der Punktionen Ap(x) sind handscbriftlicb im Math. Institut 
der Techn. Hochschnle Darmstadt vorhanden. 

e) P. Tblke, Zylinderfunktionen (Stuttgart 1936 bei Wittwer), 92 Seiten; JpirYi) und 

fdr p = 0, 1, 2, 3 und r = 0,01 ...21,00 mit 4 geltenden Stellen. 

Lehrblicher: | Text-bookfr: 

a) N. Nielsen, Zylinderfunktionen (Leipzig 1904 bei Teubner). 408 Seiten. 

b) P. Scbafheitlin, Besselsche Punktionen (Leipzig 1908 bei Teubner). 129 Seiten. 

c) A. Gray, G.B. Mathews and T. M. MacRobert, Bessel functions and tKeir appli- 
cations to physics, 2. ed. (London 1022 bei Macmillan). 327 Seiten. 

d) G. N. Watson, Bessel functions (Cambridge 1922, University press). 804 Seiten. 

e) E. Pascal, Repertorium der hOberen Mathematik, 2. Aufl., 1,8 (Leipzig 1929 bei 
Teubner) S. 1420 . . . 1448 (Verfasser: E. Hi lb). 

f; N.W. Me Lachlan, Bessel Functions for engineers (Oxford 1934, Clarendon Press). 
192 Seiten. 

g) R. Weyrich, Zylinderfunktionen nnd ihre Anwendungen (Leipzig 1987 bei Teubner). 
137 Seiten. 
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Fig. 89. A„ tiber dem Quadrat des halbeu Arguments. , _ «« « 

on A • 4 . 11 . ^ 11 . V ir 1 P- 128; fig. 99, p. 189.) 

Fig. 89. Ap against the square of the hadf argument. ^ » o » r / 
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VIII. Nullstellen. 
VIII. Zeroe, 


Wurzeln von Jq{x) = 0 nnd die zugehfirigen Werte von Ji{x). 
Roots of Jo(x) =0 and the corresponding values of «7i (x). 
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“ 0,08871 i 

7 

21,2116 

+ 0,1733 

27 

84,0391 

+ 0,08704 

8 

24,3525 

“ 0,1617 

28 

87,1806 

“ 0,08545 1 

9 

27,4935 

+ 0,1522 

29 

90,3222 

+ 0,08395 ' 

10 

30,6346 

- 0,1442 

30 

93,4637 

“ 0,08253 

11 

33,7758 

+ 0,1373 

31 

96,6053 

+ 0,08118 

12 

36,9171 

- 0,1313 

32 

99,7468 

“ 0,07989 : 

13 

40,0584 

+ 0,1261 

33 

102,8884 

+ 0,07866 

14 

43,1998 

- 0,1214 

34 

106,0299 

- 0,07749 

15 

46,3412 

+ 0,1172 

35 

109,1715 

+ 0,07636 

16 

49,4826 

- 0,1134 

36 

112,3131 

“ 0,07529 

17 

52,6241 

+ 0,1100 

37 

115,4546 

+ 0,07426 

J 8 

55,7655 

- 0,1068 

38 

118,5962 i 

“ 0,07327 

19 

58,9070 

+ 0,1040 

39 

121,7377 

+ 0,07232 1 

20 

62,0485 

- 0,1013 

40 

124,8793 

“ 0,07140 


Wurzeln a?„ von Ji{x) = 0 und Maxima und Minima von JoW- 
Roots Xn of {x) = 0 and maxima and minima of Jq {x). 


n 


r / \ Min 

n 


7- / Min. 

n 


j f . Min. 
Jo W-Max. 

1 

3,8317 

- 0,4028 

21 

66,7532 

- 0,09765 

41 

129,5878 

- 0,07009 

2 

7,0156 

+ 0,3001 

22 

69,8951 

+ 0,09543 

42 

132,7295 

+ 0,06926 

3 

10 a 735 

- 0,2497 

23 

73,0369 

“ 0,09336 

43 

135,8711 

- 0,06845 

4 

13,3237 

+ 0,2184 

24 

76,1787 

+ 0,09141 

44 

139,0128 

+ 0,06767 

5 

16,4706 

- 0,1965 

25 

79,3205 

- 0,08958 

45 

142,1544 

“ 0,06692 

6 

19,6159 

+ 0,1801 

26 

82,4623 

+ 0,08786 

46 

145,2961 

+ 0,06619 

7 

22,7601 

- 0,1672 

27 

85,6040 

“ 0,08623 

47 

148,4377 

- 0,06549 

8 

25,9037 

+ 0,1567 

28 

88,7458 

+ 0,08469 

48 

151,5794 

+ 0,06481 

9 

29,0468 

- 0,1480 

29 

91,8875 

“ 0,08323 

49 

154,7210 

- 0,06414 

10 

32,1897 

+ 0,1406 

30 

95,0292 

+ 0,08185 

50 

157,8627 

+ 0,06350 

11 

35,3323 

- 0,1342 

31 

98,1710 

“ 0,08053 




12 

38,4748 

+ 0,1286 

32 

101,3127 

+ 0,07927 




13 

41,6171 

“ 0,1237 

33 

104,4544 

- 0,07807 




14 

44,7593 

+ 0,1192 

34 

107,5961 

+ 0,07692 




15 

47,9015 

- 0,1153 

35 

110,7378 

“ 0,07582 




16 

51,0435 

+ 0,1117 

36 

113,8794 

+ 0,07477 




17 

54,1856 

- 0,1084 

37 

117,0211 

“ 0,07376 




18 

57,3275 

+ 0,1054 

38 

120,1628 

+ 0,07279 


I 


19 

60,4695 

- 0,1026 

39 

123,3045 

“ 0,07185 



11 

20 

63,6114 

+ 0,1000 

40 

126,4461 

+ 0,07095 





Fiir diese Wurzeln Xn "von Ji(a;) For these roots Xn of tJi(a;) = 0 
= 0 ist we have 






= - 0,38479 




Ylll Nullstdlen. 
yill. Zeros. 
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Jp ( x )^ Q . Die erste Nullstelle Xi als Funktion von 

Jp(x)^0. The first zero as fanction of p. (cf. fig. 84, p. 152.) 


p 



1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

n 

-0,4 

1, 

7509 

7333 

7157 

6979 

6800 

6620 

6439 

6258 

6076 

5892 

180 

-0,3 


9228 

9059 

8890 

8720 

8649 

8378 

8206 

8033 

7869 

7684 

171 

-0,2 


•0883 

*0720 

*0557 

*0393 

*0228 

*0063 

9897 

9731 

9563 

9396 

165 

-0,1 

2. 

2486 

2328 

2169 

2010 

1851 

1690 

153 C 

1369 

1207 

1045 

161 

- H ),0 


4048 

3893 

3739 

3583 

3428 

3272 

3115 

2959 

2801 

2644 

166 

+0,0 


4048 

4202 

4356 

4510 

4663 

4815 

4968 

5120 

5272 

5423 

162 

+0.1 


5674 

5725 

5876 

6026 

6176 

6326 

6475 

6625 

6773 

6922 

160 

0,2 


7070 

7218 

7366 

7514 

7662 

7809 

7956 

8102 

8248 

8396 

147 

0.3 


8641 

8687 

8832 

8978 

9122 

9267 

9412 

9556 

9700 

9844 

146 

0.4 


9988 

♦0132 

*0275 

♦0418 

♦0561 

•0704 

*0847 

*0990 

*1132 

*1274 

143 

0,5 

3, 

1416 

1558 

1699 

1841 

1982 

2123 

2263 

2404 

2544 

2684 

141 

0,6 


2825 

2965 

3105 

3245 

3385 

3624 

3663 

3802 

3941 

4080 

139 

0,7 


4219 

4358 

4496 

4634 

4772 

4910 

6048 

5185 

5323 

5460 

138 

0.8 


5697 

5734 

5871 

6008 

6145 

6282 

6419 

6556 

6691 

6827 

137 

0.9 


6963 

7099 

7234 

7370 

7505 

7641 

7776 

7911 

8047 

8181 

136 

1,0 


8317 

8452 

8687 

8721 

8856 

8990 

9124 

9258 

9392 

9626 

134 

1,1 


9660 

9794 

9927 

♦0061 

♦0194 

•0327 

•0460 

*0693 

*0726 

*0869 

133 

1.2 

4, 

0992 

1125 

1257 

1390 

1522 

1655 

1787 

1919 

2051 

2183 

132 

1,3 


2315 

2446 

2678 

2710 

2841 

2972 

3104 

3236 

3366 

3497 

131 

1.4 


3628 

3759 

3890 

4021 

4152 

4282 

4413 

4543 

4673 

4804 

130 


Die zweite ]!4‘nUstelle ale Fanktion von p. 

Jp(x)n 0. The deoond zero x^ as fanction of p. (cf. fig. 84, p. 162.) 


iin 


HQUI 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

O 

-0,4 

4, 

8785 

8620 

8455 

8289 

8124 

7958 

7791 

7624 

7458 

7291 


-0,3 


•0421 

*0268 

•0096 

9932 

9769 

9606 

9442 

9278 

9114 

8949 

163 

— 0,2 

5, 

2034 

1874 

1713 

1562 

1391 

1230 

1068 

0907 

0747 

0583 

161 

-0,1 


3627 

3469 

3310 

3161 

2992 

2833 

2673 

2514 

2354 

2194 

169 

-0,0 


6200 

6044 

4887 

4730 

4673 

4416 

4258 

4101 

3943 

3785 

157 

+0,0 


5200 

5356 

6613 

5669 

5825 

5981 

6136 

6291 

6447 

8602 

156 

+0,1 


6757 

6911 

7066 

7220 

7375 

7629 

7683 

7836 

7990 

8143 

154 

0,2 


8297 

8450 

8603 

8755 

8908 

9061 

9213 

9366 

9618 

9670 

163 

0.3 


9822 

9974 

*0126 

♦0277 

♦0428 

*0679 

*0730 

*0881 

*1032 

*1183 

151 

0,4 

6 , 

1333 

1483 

1634 

1784 

1934 

2084 

2234 

2383 

2633 

2682 

160 

0,5 


2632 

2981 

3130 

3278 

3427 

3676 

3724 

3873 

4021 

4170 

149 

0,6 


4318 

4466 

4614 

4762 

4909 

6057 

5204 

5351 

6497 

5646 

148 

0,7 


6793 

5940 

6087 

6233 

6380 

6626 

6672 

6819 

6966 

7111 

146 

0,8 


7267 

7403 

7648 

7694 

7839 

7986 

8130 

8276 

8421 

8666 

146 

0,9 


8711 

8856 

9001 

9146 

9290 

9435 

9679 

9723 

9867 

•0011 

145 




2 

p = 3 

11 


p = 5 


9,761 

13,015 

16,223 

19,409 

22,583 

25,748 

28,908 

32,065 


11,065 

14,372 

17,616 

20,827 

24,019 

27,199 

30,371 

33,637 


12,339 

15,700 

18,980 

22,218 

25,430 

28,627 

31,812 

34,989 


■m 
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Mg. 91. Znr Besiinuntiiig cl«r NullBtellen von Besselschen Funktionen hoher Ordnung. 
Fig. 91. For the determination of tlie zeroo of Bessel fanctions of large order. 












VIIL Zylinderfanktionen. 
VI I L Beflsel functions. 
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i 

p 



JpiS) 

Jp (4) 

Jpi^) 1 

0 

‘ 0,7652 ' 

‘ 0.2239 

0.2601 

■ -0,3971 

-0,1776 

0,5 

• 0.6714 

’ 0,5130 

f 0,06501 

0,3019 

0,3422 

U 

^ 0.4401 

^ 0,6767 

f 0,3391 

0,06604 

-0,3276 

1.6 

‘ 0.2403 

I 0.4913 

f 0.4777 

I 0,1853 

-0,1697 

?.o 

‘ 0.1149 

: 0,3528 * 

( 0.4861 

1 0,3641 

^ 0,04657 

5 

' 0.04350 

• 0,2239 

( 0.4127 

} 0,4409 

■i 0,2404 

3.0 

* 0.0196S 

^ 0,1289 

* 0.3091 

} 0.4302 

1-0.3648 

3.5 

- 0.0''718e 

• 0.06852 

f 0,2101 

1 0,3658 

i- 0,4100 

4.0 

‘ 0.0'2477 

* 0.03400 

f 0.1320 

h 0,2811 

i- 0.3912 

4 5 

■ 0.0^607 

* 0.01589 

! 0,07760 

1 0,1993 

1-0,3337 

6.0 

‘ 0.0'^2498 

i 0, 0-^7040 

* 0.04303 

i 0,1321 

1-0.2611 

5 5 

' 0,0*74 

: 0.0-2973 

i 0.02266 

} 0,08261 

9 0.1906 

s.o 

• 0.0*2094 

■ 0.0*1202 

i 0.01139 

1 0,04909 

I- 0,1310 

6.5 

■ 0.0''6 

• O.OMe? 

t 0.0*5493 

{"0,02787 

-+-0.08658 

7.0 

1 0.0n502 

1 0.0*1749 

♦ 0.0'2547 

} 0,01518 

-1-0,05338 

B 

t O.0’9422 

1 0.0*2218 

1 0.0''’4934 

{ 0,0M029 

-l-0,0184i 

S 

‘ 0.0"5249 

• 0,0''’2492 

1 0.0*8440 

1 0,0*9386 

l-0,0*‘6520 

10 

> 0.0*2631 

*0.0*2515 , 

1 0.0*1293 

1 0,0*1960 

-t 0.0*1468 

11 

! 0,0‘"1198 

! 0.0*2304 ' 

* 0.0*1784 

1 0,0*3660 

-1 0.0*3509 

12 

> 0.0"5000 

i 0.0"1933 

1 0,0*2276 

' 10,0*6264 

I 0,0*7628 

13 

1 0.0'n926 , 

*0,0*1496 

! 0.0’2669 

i 1-0,0*9859 

4 0,0*1621 

14 

■ 0,0’ ‘689 

( 0.0'“1073 j 

i 0.0*2880 

: 10,0*1436 

■t 0,0*2801 

16 

‘ 0,0“23 

t 0.0'’*7183 ■ 

i 0,0*2908 

; 1 0.0’1948 

4 0,0*4797 

IB 

t 0.0”1 

t o.o’Msoe : 

! 0.0'*’2749 

^ 1 0,0*2472 

40,0’7676 

17 


' 0.0'*2669 1 

1 0.0"2444 

' f 0.0*2947 

•+0,0’1163 

HI 


i0.0'‘148 i 

( 0.0**2050 

1 0,0**3313 

4 0,0*1631 

HI 


i 0.0”8 

i 0.0’*'1628 

! 1 0,0**3525 

4 0,0*2183 

20 


' 

t 0.0**1228 

i 1 0.0”3660 

4-0,0^*2770 

21 



1 0, 0**88 

1 0,0**3420 

i- 0,0**3344 

22 


! 

i 0.0”6 

: 10,0**3134 

10,0**3848 

23 


1 

I 


i 1 0,0**276 

4-0,0**4231 

24 




1 1 0, 0**23 

1 0,0**4464 

26 




' 1 0.0”2 

1-0,0**450 

26 


' 



1 to, 0**44 

27 


I 

1 



1 4 0,0**4 

1 

i 

* * 

|>, iT4; lig. 

97, !>. 17(!; lig. y«, 1*. 1"H. 

1 


YlII. BesselBolie Fimktion. 
TIIL Bessel fanction. 


p 

Ji(6) 

^,(7) 

Jp (8) 


(10) 




1 

1 1 


0 

+0,1606 

+0.3001 

+0.1717 



0»5 

-0.09102 

+0,1981 

+0.2791 

+0,1098 

-0,1373 

L 0 

-0.2767 

-0,0*4683 

+0.2346 

+0,2453 

+0,04347 

L 6 

-0,3279 

-0.1991 

+0.07593 

+0.2546 

+0,1980 

2»0 

-0,2429 

-0.3014 

-0,1130 

+0,1448 

+0,2646 

2,5 

-0,07296 

-0.2834 

-0,2606 

-0,02477 

+ 0.1967 

3,0 

+0,1148 

-0,1676 

-0.2911 

-0,1809 

+0,06838 

3,5 

+0,2671 

-0.0*3403 

-0,2326 

-0,2683 

-0,09965 

4,0 

+0,3576 

+0,1678 

-0,1054 

-0,2655 

-0,2196 

4.6 

+0,3846 

+0,2800 

+0.04712 

“0,1839 

-0,2664 

5,0 

+0,3621 

+0,3479 

+0,1868 

-0,05504 

-0,2341 

6,5 

+0,3098 

0,3634 

+0,2866 

+0,08439 

-0,1401 

6.0 

+0,2458 

+0.3392 

+0.3376 

+0.2043 

-0.01448 

6,6 

+0,1833 

+0,2911 

+0,3466 

+0,2870 

+0,1123 

7.0 

+0,1296 

+0,2336 

+0,3206 

+0,3275 

+0,2167 

7,6 

+0.08741 

+0,1772 

+0,2759 

+0,3302 

+0,2861 

8,0 

+0,06653 

+0,1280 

+0,2235 

+ 0.3051 

+0,3179 

8,5 

+0,03520 

+0,08854 

+0,1718 

+0.2633 

+0,3169 

9,0 

+0,02117 

+0,06892 

+0,1263 

+0,2149 

+0,2919 

9.5 

+0.01232 

+0,03786 

+0,08921 

+0,1672 

+0,2626 

10,0 

+0,0'e964 

+0.02354 

+0,06077 

+0.1247 

+0,2075 

10,6 

+0,0*3827 

+0,01421 

+0,04006 

+0.08959 

+0,1630 

11,0 

+0.0*2048 

+0.0*8335 

+0,02660 

+0,06222 

+0.1231 

11,6 

+0,0*1069 

+0,0*4763 

+0,01590 

+0.04188 

+ 0.08976 

12.0 

+0,0*6452 

+0,0*2666 

+0,0*9624 

+0,02739 

+0,06337 

12.5 

+0,0*272 

■(-0,0*1446 

+0,0*6680 

+0.01744 

+0,04344 

13.0 

+0,0*1327 

+0,0*7702 

+0,0*3276 

+0,01083 

+ 0,02897 

13,5 

+0,0*63 

+0.0*402 

4-0,0*1846 

+04)* e 668 

+0,01884 

1^0 

+0,0*2976 

+ 0,0*2052 

+0,0*1019 

+0,0*3896 

+0,01196 

15 

+0,0*6192 

+0.0*6069 

+0,0*2926 

+0,0*1286 

+0.0*4608 

16 

+0,0*1202 

+0,0*1161 

+ 0.0*7801 

+0,0*3933 

+0,0*1667 

17 

+0.0*2187 

+0,0*2494 

+0,0*1942 

+0.0*1120 

+ 0.0*6066 

18 

+0,0*3746 

+0,0*6037 

+0,0*4638 

+0,0*2988 

+0,0*1624. 

19 

+0,0*6062 

+0.0*9698 

+0,0*9992 

+0,0*7497 

+0,0*4316 

20 

+0.0*9296 

+0,0*1731 

+0,0*2081 

+0,0*1777 

+0,0*1161 

21 

+0,0*1366 

+0,0*2966 

+0,0*4110 

+0,0*3990 

+0,0*2907 

22 

+0,0**1882 

+0,0*4839 

+0,0*7725 

+0,0’8616 

-f 0,0*6969 

23 

+0,0>*2497 

+0,0**7535 

+0,0*1386 

+0.0’1732 

+0,0*1690 

24 

+0,0"3168 

+0,0**1122 

+0,0*2373 

+0,0*3384 

-1- 0.0*3463 

25 

+0,0**3865 

+0,0**1602 

+0,0**3896 

+0,0*6267 

0.0*7216 

26 

+ a 0**4415 

+0,0**2195 

+0,0**6136 

+0,0*1116 

+0.0*1441 

27 

+ a 0’*607 

+0.0**2893 

+0,0**9289 

+0,0**1913 

+0,0*2782 

28 

+ ao »*66 

+0,0**3673 

+0,0**1364 

+ 0,0**3164 

■t 0,0**5094 

29 

+0,0**6 

+0,0**460 

+0,0**1903 

+0,0**6014 

+0,0**9050 

30 

31 

32 

33 

34 

36 

36 

+0,0**1 

+ ao *‘63 

+ o , o'’e 

+0,0 *’l 

+0.0**2683 

+0,0**339 

+0,0**43 

+0.0**6 

+0.0"! 

+0.0**7892 
-1-0,0**1140 
+0.0**1838 
+ 0,0**227 
+0,0**31 
+ 0.0»’4 

t 0,0**1551 
( 0,0**2668 
4 0,0**4112 
-1 0.0**6376 
-1 0,0**958 

4 0,0**140 
+0,0**2 O 

37 









VIII. Zylinderfanktionen. 
VIII. Besael fanctiona. 


Jj , (11) 


Jp (13) 

•^P (14) 

Jj , ( IB ) 

-0,1712 

+0,04769 

+0,2069 

+0,1711 

-0.01422 

-0,2406 

-0,1236 

+0,09298 

+0,2112 

+0,1340 

-0,1768 

-0,2234 

-0.07032 

+0,1334 

+ 0,2051 

- 0,02293 

-0,2047 

-0,1937 

-0.01407 

+0,1654 

+0,1390 

-0.08493 

-0,2177 

-0.1520 

+ 0,04157 

+0,2343 

+ 0,07242 

-0,1377 

-0,2143 

-0,1009 

+0,2273 

+ 0,1951 

+ 0,0*3320 

-0,1768 

-0,1940 

+0.1294 

+ 0,2348 

+ 0,1407 

-0,06245 

-0,1991 

- 0.01504 

+0,1826 

+0,2193 

+0,07624 

-0,1192 

- 0.1619 

+0,06457 

+0,2134 

+0,1830 

+ 0,0*7984 

-0,2383 

-0,07347 

+0,1316 

+0,2204 

+ 0,1305 

-0,2638 

-0,1864 

+0,0*7055 

+0,1801 

^ 0,2039 

-0,2016 

-0,2437 

-0.1180 

+0,08117 

+ 0,2061 

- 0,1018 

- 0.2364 

-0,2075 

-0.04151 

+ 0,1415 

+0.01838 

-0.1703 

-0,2406 

- 0,1608 

+ 0,03446 

+0,1334 

" 0,06865 

-0,2145 

-0,2187 

-0.08121 

+ 0,2250 

+ 0,04510 

-0,1410 

-0,2320 

- 0,1740 

f 0,2838 

+ 0,1496 

-0,04006 

-0,1928 

- 0,2227 

+ 0,3089 

4 0,2304 

+ 0,06698 

-0,1143 

- 0,2200 

+0,3051 

+ 0.2806 

H 0,1621 

-0,01541 

-0,1712 

+0,2804 

+ 0,3005 

+0,2338 

+0,08501 

-0,09007 

+0,2433 

+ 0.2947 

+0,2770 

+0,1718 

H 0,0*5862 

+0,2010 

+ 0,2704 

+0,2927 

+0,2367 

+ 0,09995 

+0,1593 

+0,2351 

+0,2854 

+0,2732 

+ 0,1794 

+0,1216 

4 0,1963 

+0,2616 

+ 0,2855 

+ 0,2367 

+0,08978 

+ 0.1569 

+0,2279 

+0,2770 

+ 0.2692 

+ 0,06429 

+ 0.1201 

+0,1901 

+0,2536 

+0,2787 

+0,04477 

+ 0,08970 

+0,1528 

+0,2214 

+ 0,2693 

+0,03037 

+ 0,06504 

+0,1188 

+0,1865 

+ 0,2464 

+0,02011 

+0,04691 

+0,08953 

+0,1600 

+ 0,2155 

+0,01301 

+ 0,03161 

40,06564 

+0,1174 

+0.1813 

+0,0*8237 

+ 0,02126 

+0,04691 

+0,08931 

+0,1474 

+0.0*5110 

+ 0,01399 

+0,03272 

+0,06613 

+0,1162 

+0,0*3108 

+ 0.0*9017 

+0,02232 

+0,04777 

+0,08905 

+0,0*1866 

+0,0*5698 

+0,01491 

+0,03372 

+ 0,06653 

+ 0,0*1086 

+0,0*3632 

+0,0*'^9760 

+0,02330 

+0.04853 

+0,0*6280 

+ 0,0*2152 

+0,0^6269 

+0,01677 

■ + 0,03463 

+0,0*355 

H - 0,0*1288 

+0,0‘*3955 

+0,01047 

+0,02419 

+0.0*1990 

+0,0*7690 

+0,0^2452 

+0,0='6824 

+0.01657 


+0,0*6931 
+0,0*1670 
+0,0*4468 
+ 0,0*1132 
+ 0.0*2738 

+0,0’6333 
+0,0’1403 
+0.0*2981 
+ 0,0*6092 
+0,0*1198 


+0,0''26l2 

+0,0*7839 

+0,0*2316 

+0.0*6491 

+0.0*1733 

+0,0*4418 

+0,0*1078 

+0.0*2621 

+0.0*5665 

+0,0*1225 


+0,0*8971 
+0,0*3087 
+0,0*1004 
-t- 0,0*3092 
+0,0*9060 

+0,0*2532 

+0,0*6761 

+0,0*1730 

+0,0*4249 

+0,0’1004 


+0,0*2763 
+0,0*1041 
+ 0,0*3711 
+0,0*1251 
+0,0*4006 

+0.0*1221 
+ 0,0*3555 
+0,0*9902 
+0,0*2645 
+0,0*6790 


+0,0*7360 

+0,0*3054 

+0,0*1190 

+0,0*4379 

+0,0*1527 

+ 0 ; 0‘5060 

+0.0*1599 

+0.0*4829 

+0,0*1398 

+0,0*3883 
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VIII . Besaelsche Funktion. 
YIII. Beasel function. 


p 

JpCil) 

Jj, (12) 

•Ip (13) 

(14) 

Jp (16) 

30 

+0,0«2274 

+ 0,0*2552 

+0,0*2283 

+0,0’ie78 

+0,0*10c 

31 

+ 0,0^^165 

H-0,0^«5133 

+ 0,0*5009 

+ 0,0*3995 

+0,0*26^ 

32 

+0,0“7375 

+ 0,01^9976 

+0,0*1062 

+0,0*9187 

+0,0*66; 

33 

+ 0,0^21264 

+ 0,0^11876 

+0, 0^^2176 

+0,0*2042 

+0.0*15( 

34 

+0,0^^2100 

+0,0^^3417 

+0,0^4320 

-f-0,0'M392 

+ 0,0*365 

36 

+0,0^*3383 

+ 0,0“6035 

+0,0^^8310 

+0,0^19155 

+0,0'«83 

36 

+0,0>®529 

+ 0.0“1035 

f0.0^'1561 

4-0,0^^851 

+0,0i“18 

37 

+0.0>«80 

+ 0,0“1723 

+0.0^^2812 

+0,01*3632 

+0,01138 

38 

+0,0>«12 

+ 0,0^®279 

+0,01*4966 

+0,01*6928 

+0,01*78 

39 

H-0,0"2 

+ 0,0^«44 1 

+0,0“850 

+0,01*1285 

+0,01*15 

40 


+ 0,0i’7 

+0,01*142 

+0,01*2320 

+0,01*30 

41 

42 i 

43 

44 

45 

46 


j 

+0,01*23 

+0,0i’4 

+0,0i’l 

+0,01*408 

+0.01*70 

+0,01*12 

+0.0112 

+0,01*671 

+0,01*10 

+0,01*191 

+0,01*34 

-i-0,0”6 

+0,0i’l 





YIII. Zylinderfunktionen. 
YIIL Bessel fanctions. 


p 

(16) 

Jp (17) 

-Tp (18) 

■Tp (19) 

Jp (20) 

0 

-0,1749 

-0,1699 

-0,01336 

+0,1466 

+0,1670 

0,6 

-0,05743 

-0,1860 

-0,1412 

+0,02744 

+ 0,1629 

LO 

+ 0,09040 

-0,09767 

-0,1880 

-0,1057 

+0,06683 

1,5 

+ 0,1874 

+ 0,04231 

-0,1320 

-0,1795 

-0,06466 

2,0 

+ 0,1862 

+ 0,1684 

-0,0*7533 

-0,1578 

-0,1603 

2,5 

+ 0,09257 

+0,1935 

+0,1192 

-0,05678 

-0,1726 

3,0 

-0,04385 

+ 0,1349 

+0,1863 

+0,07249 

-0,09890 

3,5 

-0,1585 

+ 0,01461 

+0,1651 

+0,1649 

+0.02152 

4,0 

-0,2026 

-0,1107 

+0,06964 

+0,1806 

+0,1307 

4,5 

-0,1619 

-0,1875 

-0,05501 

+0,1165 

+0,1801 

5,0 

-0,05747 

-0,1870 

-0,1554 

+0,0*3572 

+ 0,1512 

5,5 

+0,06743 

-0,1139 

-0,1926 

-0,1097 

+0.05953 

6,0 

+0,1667 

+ 0.0*7153 

-0,1560 

-0,1788 

-0,06509 

6,5 

+0,2083 

+ 0,1138 

-0,06273 

-0,1800 

-0,1474 

7,0 

+0,1825 

+ 0,1875 

+0,05140 

-0,1165 

-0,1842 

7,5 

+ 0,1018 

+ 0,2009 

+0,1473 

-0,01350 

-0,1653 

8,0 

-0,0”7021 

+ 0,1537 

+0,1959 

+0,09294 

-0,07387 

8,5 

- 0.1128 

+ 0,06346 

+0,1855 

+0,1694 

+0,03088 

9,0 

- -0,1895 

-0,04286 

+0,1228 

+0,1947 

+0,1251 

9,5 

-0,2217 

-0.1374 

+0,02786 

+0,1650 

+0,1816 

10,0 

-0,2062 

-0,1991 

-0,07317 

+0,09155 

+0,1865 

10,5 

-0,1504 

-0,2171 

-0,1561 

-0,0*4326 

+0,1416 

11,0 

-0,06822 

-0,1914 

-0,2041 

-0,09837 

+0,06136 

11,6 

+ 0,02427 

-0.1307 

-0,2100 

-0.1698 

-0.03288 

12,0 

+ 0.1124 

-0,04857 

-0,1762 

-0,2055 

-0,1190 

12,5 

+0,1853 

+ 0,04024 

-0,1122 

-0,2012 

-0.1794 

13,0 

+ 0,2368 

+ 0,1228 

-0,03092 

-0,1612 

-0.2041 

13,5 

+0,2653 

+ 0,1899 

+0,06414 

-0,09497 

-0,1914 

14,0 

+0,2724 

+ 0,2364 

+0.1316 

-0,01507 

-0,1464 

14,5 

+0.2623 

+ 0,2613 

+0,1934 

+0,06627 

-0,07897 

16,0 

+0,2399 

+0,2666 

+0,2356 

+0,1389 

-0,0*8121 

16,6 

+0.2102 

+ 0,2659 

+0,2675 

+0,1961 

+0,07689 

16,0 

+0,1775 

+ 0,2340 

+0,2611 

+0,2346 

+0,1462 

16,6 

+0,1460 

+ 0,2054 

+0,2600 

+0,2537 

+0.1982 

17,0 

+0.1150 

+ 0,1739 

+0,2286 

+0,2569 

+0,2331 

17,6 

+0,08876 

+ 0,1427 

+0,2009 

+0,2446 

+0,2601 

18,0 

+0,06685 

+ 0,1138 

+0,1706 

+0,2235 

+ 0,2511 

18,5 

+0.04920 

+ 0,08844 

+0,1406 

+0,1968 

+0.2395 

19,0 

+0,03544 

+ 0,06710 

+0.1127 

+0,1676 

+0,2189 

20 

+0,01733 

+ 0,03619 

+0,06731 

+0,1116 

+0.1647 

21 

+0.0“7879 

+0,01804 

+0,03686 

+0,06746 

+0,1106 

22 

+0,0*3364 

+0,0"8380 

+0.01871 

+0,03748 

+0,06768 

23 

+0.0*1343 

+0,0"3661 

+0,0*8864 

+0,01934 

+ 0,03805 

24 

+0,0*5087 

+0,0*1600 

+0,0*3946 

+0,0*9331 

+0,01993 

25 

+0.0*1828 

+ 0,0*5831 

+0,0*1668 

+0,0*4237 

+0,0*9781 

26 

+0,0*6263 

+0,0*2164 

+0,0*6607 

+0,0*1819 

+0,0*4624 

27 

+0.0*2042 

+0,0"7686 

+0,0*2604 

+0,0*7412 

+0.0*1981 

28 

+0,0*6380 

+0,0^2563 

+0.0*9057 

+0,0*2877 

+0,0*8242 

29 

+ 0,0*1912 

+0,0*8228 

+0,0*3133 

+0,0*1066 

+0,0*3270 
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VIII. Besselsohe Funktion. 
VIII. Bessel function. 


p 

Jp ( l 6 ) 

Jp ( 17 ) 

Jp ( 18 ) 

Jp ( 19 ) 

i 30 

31 

32 

33 

34 

+ 0 , 0*5505 

+ 0 , 0*2546 

+ 0 , 0*1039 

+ 0 , 0*3785 

+ 6 , 0*1525 

+ 0 , 0*7577 

+ 0 , 0*3313 

+ 0 , 0*1289 

+ 0 . 0’4078 

+ 0 , 0*2172 

+ 0 , 0*1016 

+ 0 , 0*4223 

+ 0 , 0’1052 

+ 0 , 0’6009 

+ 0 , 0*3005 

+ 0 , 0*1333 

+ 0 . 0*2625 

+ 0 , 0’1606 

+ 0 , 0*8583 

+ 0 , 0*4057 

35 

+ 0 . 0*6339 

+ 0 , 0*4153 

+ 0 , 0*2370 

+ 0 , 0*1193 

36 

+ 0 , 0*1484 

+ 0 , 0*1040 

+ 0 , 0*6335 

+ 0 , 0*3396 

37 

+ 0 , 0**3368 

+ 0 , 0*2526 

+ 0 , 0«1641 

+ 0 , 0*9362 

38 

+ 0 , 0**7426 

+ 0 , 0**5956 

+ 0 , 0*4126 

+ 0 , 0“2503 

39 

+ 0 , 0**1591 

+ 0 , 0**1364 

+ 0 , 0*1007 

+ 0 t 0®6496 

mm 

+ 0 , 0**3317 

+ 0 . 0**3039 

+ 0 , 0**2391 

+ 0 , 0*1638 

41 

+ 0 , 0**6733 

+ 0 , 0**6590 

+ 0 , 0**5520 

+ 0 , 0**4018 

1 42 

+ 0 , 0**1331 

+ 0 , 0**1392 

+ 0 , 0**1241 

+ 0 , 0**9694 

1 43 

+ 0 . 0**2567 

+ 0 , 0**2865 

+ 0 , 0**2719 

+ 0 , 0**2231 

44 

+ 0 , 0**483 

+ 0 , 0**5752 

+ 0 , 0**5810 

+ 0 , 0**5059 

45 

+ 0 , 0**89 

+ 0 , 0**1127 

+ 0 , 0**1211 

+ 0 , 0**1119 

46 

+ 0 , 0**16 

+ 0 , 0**216 

+ 0 , 0**2466 

+ 0 , 0**2416 

47 

+ 0 , 0"3 

+ 0 , 0**40 

+ 0 , 0**490 

+ 0 , 0**5096 

48 

+ 0 , 0*’7 

+ 0 , 0**95 

+ 0 , 0**1051 

49 


.+ 0 , 0 *’l 

+ 0 , 0**18 

+ 0 , 0**212 

50 

51 

52 

53 

54 



+ 0 , 0*’3 

1 

+ 0 , 0**42 

+ 0 , 0*’8 

+ 0 , 0*’2 


Jp (20) 


+ 0 , 0*1240 
+ 0 , OH 508 
+ 0 , 0*1574 
+ 0 , 0*5289 
+ 0 , 0*1713 

+ 0 , 0*5358 
+ 0 , 0*1620 
4 - 0 , 0’4742 
+ 0 , 0’1345 
+ 0 , 0*3704 

+ 0 , 0*9902 
+ 0 , 0*2574 
+ 0 , 0’ "6510 
+ 0 , 0’*1604 
+ 0 , 0"3849 

+ 0 , 0'*9011 
+ 0 , 0**2059 
+ 0 . 0**4594 
+ 0.0**1002 
-t- 0 , 0**2135 

+ 0 , 0**445 
+ 0 , 0**91 
+ 0 , 0’“18 
+ 0 , 0*’4 
+ 0 , 0”1 



Fig. 97. Besselsohe Funktionen bei konstantem Argument und variabler Ordnung. 
Pig. 97. Bessel functions of constant argument and yariablc order. 



VII!. Cylinder fun ktionan. 
VIH. Hansel functioHH. 


, 




) ; i 

^■^ 122 } 1 

( 23 ) 




VIII. Besseleche Funkiion. 
VIII. Bessel function. 


p 

(21) 

J, (22) 

Jp (23) 1 

1 

'f/M) 




1 

45 

+0,0“6402 

+0,0**4054 

+ 0,0*2309 j 

+ 0,0'*1191 

46 

+0.0"1544 

+0,0**1031 

+ 0,0*“6175 

1 0.0"3347 

47 

+0,0‘"3637 

+0,0**2557 

■+0,0**1611 ‘ 

+ 0,0'"9172 

48 

+0.0'“8368 

+0,0**6196 

+ 0,0**4105 

^ 0,0-“2453 

49 

+0, 0*^882 

+0,0**1467 

+ 0,0**1022 

■l■0.0"6409 

50 

+0,0*"4139 

+0,0**3397 

+ 0.0**2486 

+ 0,0**1636 

51 

+0,0**891 

-f 0,0**7696 

0,0* *5917 

4 0,0**4085 

52 

+0,0**188 

+ 0.0**1706 

+ 0,0**1378 

1 0.0**9976 

53 

+0,0* *39 

+0,0**370 

+ 0,0**3142 

■1-0,0**2385 

54 

+0,0‘’8 

+0,0‘*79 

+ 0,0**702 

1 0,0**5585 

55 

+0,0*"2 

+0,0*“16 

+ 0,0**154 1 

! 0,0**1281 

56 


+0,0*’3 

+ 0,0* "34 

1 0,0**288 

67 





58 





59 



i 


60 



! 



Ini 


aiK 


Egisii 


F!g. 98. /,(5) — J, 






VIIL Besselsche Fanktion. 

yilL Bessel function. 179 


J. 

7^(26) 


J,(27) 

^(28) 

J^(29) 

0 

+ 0,0963 

+ 0,1560 

+ 0,0727 

— 0B732 

— 0,1478 

1 

— 0,1264 

+ 0,0150 

+ 0.1366 

+ 01308 

+ 0,00fifi 

2 

— 0.1063 

— 0,15^8 

— 0,0626 

+ 0B825 

+ 0,1483 
+ 0,0135 
— 0,1455 

' 3 

+ 0,1083 

— 0,0389 

— 0,1469 

— 0,1188 

4 

■4- 01323 

+ 01459 

+ 0.0302 

-01079 

6 

- 0,0660 

+ 0,0838 

+ 0.1548 

+ 0.0879 

— 0,0537 

6 

- 01587 

— 0,1137 

+ 0,0271 

+ 0,1393 

+ 01270 

7 

— 0,0102 

“0,1362 

— 0,1428 

— 0,0282 

+ 01062 

8 

“f 0,1530 

+ 0,0403 

— 0,1012 

— 01534 

— 0,0757 

9 

H- 0.1081 

+ 0,1610 

+ 0,0828 

— 0,0595 

— 0,1480 

10 

- 0,0762 

+ 0,0712 

+ 0,1564 

+ 0,1152 

— 0-0161 

11 

- 01882 

— 0,1063 

+ 0,0330 

+ 01418 

+ 0,1369 

12 

— 0.0729 

— 0,1611 

— 0,1295 

— 0,0038 

4 01200 

13 

+ 0.0983 

— 0,0424 

— 0,1481 

- 0,1450 

— 0,0376 

14 

+ 01751 

+ 0,1187 

— 0,0131 

— 0,1309 

— 0,1537 

15 

+ 0,0978 

+ 0,1702 

+ 0,1345 

+ 0,0142 

— 01108 

16 

- 0,0577 

+ 0,0777 

+ 0,1625 

+ 0,1461 

-h 0,0391 

17 

- 0,1717 

— 0,0745 

+ 0,0682 

+ 01527 

H- 0,1539 

18 

- 0,1758 

— 0,1752 

— 0,0893 

+ 0,0394 

+ 014i4 

19 

- 0,0814 

— 0,1681 

— 0,1772 

— 01021 

+ 0,0216 

20 

-f 0,0520 

-0,0704 

— 0,1601 

- 01779 

— 0,1131 

21 

+ 0,1646 

+ 0,0597 

— 0,0600 

— 0152L 

— 01776 

22 

+ 0,2246 

+ 0,1669 

+ 0,0668 

— 0.0502 

— 01441 

23 

+ 0,2306 

+ 0,2227 

+ 0,1688 

+ 0,0732 

— 0,0410 

24 

+ 0,1998 

+ 0,2271 

+ 0,2209 

+ 01704 

+ 0,0790 

26 

+ 0,1529 

+ 0,1966 

+ 0,2238 

+ 0.2190 

+ 0.1718 

26 

+ 0,1061 

+ 0,1510 

+ 0,1936 

+ 0,2207 

+ 0.2172 

27 

+ 0,06778 

+ 0,1053 

+ 0,1491 

+ 01908 

+ 0.2176 

28 

+ 0,04028 

■h 0,06776 

+ 0,1045 

+ 01473 

+ 0.1881 

29 

+ 0,02245 

+ 0,04063 

+ 0,06773 

+ 01038 

+ 0,1456 

30 

+ 0,01181 

+ 0,02288 

+ 0,04096 

+ 0,06769 

+ 0,1030 

31 

+ 0,0*5889 

+ 0,01217 

+ 0,02329 

+ 0.04126 

+ 0,06763 

32 

+ 0,0*2795 

+ O,0'6147 

+ 0,01253 

+ 0,02368 

+ 0,04165 

33 

+ 0,0*1267 

+ 0,0^2957 

+ 0,0^6400 

+ 0,01287 

f 0,02405 

34 

-+ 0.0*550 

+ 0,01360 

+ 0,0’‘3118 

+ 0,O-U48 

+ 0,01320 

35 

-1- 0,0*229 

+ 0,0599 

++, 0*1453 

+ 0.0^3278 

4 - 0,0*‘6891 

36 

+ 0,0*92 

+ O,0“254 

+o;o*65o 

+ 0.0^1548 

+ 0.0“3437 

37 

+ 0,0*36 

+ 0,0103 

+ 0,0=‘279 

+ 0,0^701 

+ 0,0+642 

38 

-1- 0.0*13 

+ 0,0*41 

+ 0,0*116 

+ 0,0*396 

+ 0,0*754 

39 

+ 0.0*5 

+ 0,015 

+ 0,0*46 

0,0*128 

+ 0.0*333 

40 

-f 0.0*2 

+ 0,0“6 

-1-0,0*18 

4- 0,0*62 

+ 0,0*142 

41 

42 

43 

44 

+ 0.0*1 

+ 0,0‘‘2 
+ 0,01 

+ 0,0*7 
++,0*2 
+ 0,0«1 

0,0*20 
+ 0,0*8 
+ 0.0*3 

0.0*1 

+ 0.0*58 
+ 0,0*23 
+ 0,0*9 
+ 0,0*3 



0,0 + 1.0 000 *999 

1 + 0,9 975 964 

2 900 879 

3 776 746 

4 604 564 


*996 *991 
951 936 
857 832 
713 679 
522 478 


5 385 335 284 231 177 

6 120 062 002 *940 *877 

7 + 0,8 812 745 677 607 536 

8 463 388 312 235 156 

9 075 *993 *910 *825 *739 

1.0 + 0,7 652 563 473 382 290 

1 196 102 006 *909 *811 

2 + 0,6 711 611 510 408 305 

3 201 096 *990 *884 *777 

4 + 0,5 669 560 450 340 230 

6 118 006 *894 *781 *668 

6 + 0,4 554 440 325 210 095 

7 + 0,3 980 864 748 632 516 

8 400 283 167 051 *935 

9 + 0,2 818 702 586 470 354 

2.0 239 124 009 *894 *780 

1 + 0,1 666 553 440 327 215 

2 104 *993 *882 *773 *664 

3 + 0,0 555 448 341 235 130 

4 025 ~078 “181 "283 “384 

5 — 0,0 484 583 681 777 873 
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VIIL Zylinderfunktionen 
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VIIL Zylinderfunktionen. 

VIII. Bessel functions. 
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•876 
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852 
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664 
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040 

008 

•976 

•943 

713 

680 

647 

613 


7 

8 

9 

d 

9.17 

8,04 

7.16 

+ 31 

3.87 

3.67 

3.49 

+ 30 

•521 

•440 

*364 

1 103 

*906 

*862 

*820 

f 52 

651 

523 

497 

+ 31 

317 
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279 

f 21 

146 

132 

117 

f 16 

013 

001 

*990 

f - 12 

903 

893 

883 

+ 10 

077 

•988 

*900 

I 93 

223 

142 

061 

+ 83 

437 

361 

286 

1 77 

*699 

*628 

*556 

■t 72 

*997 

•928 

•860 

69 

321 

265 

189 

I - 67 

•668 

•604 

•640 

1 65 

034 

•972 

♦909 

-1 63 

418 

357 

297 

f- 61 

•820 

•761 

*702 

• t - 69 1 

240 

184 

127 

3- 67 

*681 

*626 

*571 

1 - 661 

142 

090 

037 

+ 53 , 
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423 

473 

■f 61 
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911 

968 

) 48 ' 

326 

371 

415 

I 461 

760 

801 

843 

( 42 1 

•162 

•200 

•239 

I 39 ; 

631 
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601 

1 36 ! 

866 

897 

929 

1 33 

•164 

•192 

•220 

( 29 

425 

449 

473 

1 25 

648 

668 

688 

■1 221 

831 

847 

863 

f 18 ' 

975 

987 

999 

t 13 

079 

087 

094 

t - 10 

142 

147 

160 

(■ 6 

167 

167 

167 

I t 1 

153 

149 

145 

i 1 

101 

094 
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B 
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*991 

10 
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13 
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j 16 
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1 19 1 
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1 22 
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Fig. 101. Die Neumannsclie Funktion. 






Mg. lOt. 010 Naumimtttoh© FasiktioB. 














199 







VI IL Zylinderfunktionen. 
VIIL Bessel functions. 
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VlII. Wurzeln. 
VIII Roots. 


Die sechs ersten Wurzeln 

The first six roots of 


j; (x) Nj, (kx) (kx) ix) 


1,2 

15,7014 

31,4126 

47,1217 

1,5 

6,2702 (- 0,3) 

12,5598 

18,8451 

2,0 

3,1230 (- 6,2) 

6,2734 (-0,2) 

9,4182 

1,2 

15,7080 

31,4159 

47,1239 

1,5 

6,2832 

12,5664 

18,8496 

2,0 

3,1416 

_6,2832 

9,4248 

1,2 

15,7277 

31^4259 

47,1305 

1,5 

6,3218 (+ 0,9) 

12,5861 

18,8628 

2,0 

3,1966 (+16,7) 

6,3124 {4- 0,5) 

9,4445 

1,2 

15,7607 

31,4424 

47,1416 

1,5 

6,3855 (+ 5,2) 

12,6190 

18,8848 

A A nnn , t n 


15,8066 31,4666 47,1570 

6,4742(4- 3 , 9 ) 12,6648(4-0,1) 18,9156 
3,4 Q 63 (4- ^5,6) 6,427? (+1,4) 9,5228 (+ o ,2) 

15,8655(4- 0,2) 31,4953 47,1769 

6,5860 (+ 6,8) 12,7235(4-0,2) 18,9551 
3,55ii (4-^6) 6,5130(4-1,6) 9,5813(4-0,2) 


62,8302 78,5385 
25,1294 31,4133 
12,5614 15,7040 

62,8319 78,5398 
25,1327 31,4159 
12,5664 15,708 0 

62,8368 78,5438 
25,1427 31,4239 
12,5812_ 15 j ,7199 

62,8451 78,5504 
25,1592 31,4371 
12^60^ 15,7397 

62,8667 7875597 
25,1823 31,4556 
12,6404 15,7673 

62,8716 78,5716 
25,2121 31,4795 
12,6846 15,8029 


94,2467 

37,6969 

18,8462 

94^2478 

37,6991 

18,849 6 

94,2511 

37,7057 

18,8595 

94,2566 

37,7168 

18,8760 

94,2644 
37,7322 1 
18,8991 ! 

94/2743 1 
37,7521 j 
18,9288 
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VIII. Roots. 
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Die secbs ersten Wurzeln 

The first six roots of 


Jp {x) (kx) — Jg, (kx) JVp (x) 





1,0000 

1,3096 

1,4501 

1,591 

1,8309 

2,528 

CO 


3,1416 

3,1502 

3,1579 

3,166 

3,1839 

3,237 

3,8317 


1,0000 

1,7253 

2,1361 

2,612 

3,5985 

8,490 

6,2832 

6,2772 

6,2715 

6,264 

6,2489 

6,187 

1,0000 

2,0882 

2,7048 

4,9033 

12,287 

9,4248 

9,4137 

9,4108 

9,3867 

9,323 

oo 

5,5201 

oo 

8,6537 

1,0000 

6,2832 

1,0000 

9,4248 

1,6190 

6,2972 

1,9281 

9,4424 

1,8992 

6,3081 

2,3478 

9,4550 

2,6651 

6,3418 

3,4772 

9,4920 

4,023 

6,403 



oo 

7,0156 

OO 

10,1735 

5. 204 . 

. . 206. 

1 

For the 


1,0000 12,5664 
2,7960 12,6003 
4,2986 12,6389 


13,3237 


Kleine Ziffem bedeuten Unsicherheit 
um 1 bis 2 Einbeiten, Unterstreicbung 
bedeutet Unsicberbeit von mebr als 
2 Einbeiten. 

Die in Elammem beigeffigten kleinen 
Zablen geben die Unsicberbeit der be- 
treffenden Werte in Einbeiten der vier- 
ten Dezimale an. 

ft tn\ . _ ^iij* T. 


1 or 2 units, underlining denotes uncer- 
tainty of more tban 2 units. 

The small numbers in parentheses 
give the uncertainty of the correspond- 
ing values in units of the fourth 
decimal. 
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Till. WurzeJn. 
VIII. Boots. 


Die sechs ersten Wurzeln von _ , „ v 

, . ( x ) ( kx ) ■ 

The first sir roots of 


Jj,{kx)Nj,{x) = 0 . 


k 


1 ( A - -1)2:'-^ 

1 



(t-iy® 


1,2 

3,1403 

6,2825 

9,4243 

12,5660 

15,7077 

18,8493 

I 

1,5 

3,1351 

6,2799 

9,4226 

12,5647 

15,7066 

18,8485 


2,0 

3,1228 

6,2734 

9,4182 

12,5614 

15,7040 

18,8462 

ff * =0 

oc 

2,4048 

5,5201 

8,6537 

11,7915 

14.9309 

18,0711 

1 

1,2 

3,1416 

6,2832 

9,4248 

12,5664 

15,7080 

18,8496 

1 

1,5 

3,1416 

6,2832 

9,4248 

12,5664 

15,7080 

18,8496 


2,0 

3,1416 

6,2832 

9,4248 

12,5664 

15,7080 

18,8496 


oo 

3,1416 

6,2832 

9,4248 

12,5664 

15,7080 

18,8496 

1 

1,2 

3,1455 

6,2852 

9,4261 

12,5674 

15,7088 

18,8502 


1,5 

3,1609 

6,2931 

9,4314 

12,5713 

15,7119 

18,8529 


2,0 

3,1966 

6,3124 

9,4445 

12,5812 

15,7199 

18,8595 


oo 

3,8317 

7,0156 

10,1735 

13,3237 

16.4706 

19,6159 j 

1 


1,2 

3.1521 

6,2885 

9,4283 

12,5690 

15.7101 

18,8513 ! 

) 

1,5 

3,1929 (+ 1,1) 

6,3095 

9,4424 

12,5796 

15.7186 

18,8584 1 


2,0 

3,2856 (+33,6) 

6,360? (+-1,0) 

9,4772(4-0,1) 

12,6059 

15,7397 

18,8760 


oo 

4,4934 (— 0,3) 1 

7,7253 

10,9041 

14,0662 

17,2208 

20,3713 

J 

1,2 

3,1613 

6,2931 

9,4314 

12,5713 

15,7119 

18,8529 

1 

1,5 

3: k 237 1 (“1" 2,0) 

6,3324 

9,4578 

12,5912 

15,7278 

18,8661 


2,0 

3,4063 (+. 45 , 6 ) 

6,427? (+- 1 , 4 ) 

9,5228 (+-0,2) 

12,6404 

15,7673 

18,8991 

i X> 

oo 

5,1351 (- 2 , 3 ) 

8,4172 (—0,1) 

11,6198 

14,7960 

17,9598 

21,1170 , 

1 

1,2 

3,1731 

6,2991 

9,4354 ; 

12,5743 : 

15,7143 1 

18,8549 1 

1 

1,5 

3,2930 (+- 3,4) 

6,3617 (+-0,1) 

9,4775 1 12,6060 

15,7397 ! 

18,8760 1 


2,0 

3,55.14 (+49,6) 

6,513 o (+- 1 , 6 ) 

9,5813 (+-0,2) 112,6846 

15,8029 : 

18,9288 1 1 

s 

1 ^ =1 

oo 

5,7635 (- 8,3) 

9,0950 (— 0 , 5 ) : 

12,3229 15,5146 . 

18,6890 1 
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VIII. Zylinderfunktionen. 
VIII. Bessel functions. 
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lautet die Gleichung 


I With 




TV's (a:) 


the equation assumes the form 


W = T^Qcx„), 
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i). Die Funktioa 51 ^ (^) vonH.F. Weber undLommel. 
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10. The Struve function <2^53(2). 
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Fig, 117. Die Strn 7 esche Fnnktion 
Fig-. 117. The Struve function (^p[z). 
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437 

458 

480 

501 

522 

543 

21 


564 

585 

605 

625 

645 

665 

685 

704 

724 

743 

20 


762 

781 

799 

818 

836 

854 

872 

889 

907 

924 

18 


941 

958 

975 

991 

*007 

*023 

*039 

*055 

*070 

*085 

16 

0,2 

100 

115 

130 

144 

158 

172 

185 

199 

212 

225 

14 


238 

250 

262 

274 

286 

298 

309 

320 

331 

342 

12 


352 

362 

372 

382 

392 

401 

410 

418 

427 

435 

9 


443 

451 

459 

466 

473 

480 

486 

493 

499 

504 

7 


510 

515 

521 

525 

530 

534 

538 

542 

546 

549 

4 
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Lommel-Webersche Funktion iJo(a;) 




0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

1 

jio, 

0 0,1 

187 162 

136 

111 

085 

060 

034 


I 0,0 

931 

906 

880 

85 ^ 

828 

803 

777 


2 

674 

649 

623 

598 

572 

547 

521 


3 

420 

394 

369 

344 

319 

.294 

269 


1 

169 

145 

120 

095 

071 

047 

022 

V 

’0,0 

074 

098 

122 

145 

169 

193 

.216 

6 


309 

331 

354 

377 

399 

422 

444 



532 

553 

575 

596 

617 

638 

659 

S 


742 

762 

782 

802 

821 

841 

860 

8 


936 

955 

973 

991 

*009 

*027 

*045 

ILO 

’ 0.1 

114 

131 

148 

164 

180 

196 

212 

1 


274 

288 

303 

318 

332 

346 

360 

2 


413 

426 

439 

451 

463 

475 

487 

3 


532 

542 

553 

563 

573 

583 

593 

4 


629 

637 

645 

653 

661 

668 

676 

5 


703 

709 

715 

720 

726 

731 

736 

6 


754 

767 

761 

764 

768 

770 

773 

7 


781 

783 

784 

785 

786 

786 

787 

1 8 


786 

785 

784 

782 

781 

779 

777 

9 


767 

764 

760 

757 

753 

749 

745 

12,0 


725 

720 

714 

708 

702 

696 

690 

1 


662 

654 

646 

638 

630 

622 

613 

2 


577 

567 

557 

547 

537 

527 

516 

3 


472 

460 

448 

436 

424 

412 

399 

4 


348 

334 

321 

307 

293 1 

I 279 

265 

5 


206 

191 

176 

160 

145 

129 

113 

6 


048 

032 

015 

*998 

*981 

*964 

*947 

7 

O 

’ 0.0 

877 

859 

841 

823 

804 

786 

768 

8 

n 


693 

673 

654 

635 

616 

596 

577 

8 


498 

478 

458 

438 

418 

397 

377 

13.0 


295 

274 

254 

233 

212 

191 

170 

1 

2 

Q 

0.0 

086 

127 

065 

149 

044 

170 

022 

192 

001 

213 

*020 

235 

*042 

256 

O 

A 


342 

364 

386 

407 

429 

450 

472 



557 

579 

600 

621 

643 

664 

685 

5 

6 

7 

8 

9 

0.1 

770 

978 

179 

372 

554 

791 

998 

199 

391 

572 

812 

♦019 ’ 
219 
409 
589 

833 

*‘039 = 
238 
428 
607 

854 

’‘059 

257 

446 

624 

875 

*079 

277 

465 

641 

895 

*100 

296 

483 

658 

14,0 

1 

2 

3 

4 

0.2 

724 

881 

021 

146 

252 

741 

895 

035 

157 

262 

757 

910 

048 

169 

271 

773 

925 

061 

180 

281 

789 

939 

073 

191 

290 

804 

953 

086 

201 

299 

820 

967 

098 

212 

307 

5 

6 

7 

8 

9 


340 

408 

456 

484 

491 

348 

414 

460 

485 

490 

355 

419 

463 

487 

490 

362 

425 

467 

488 

489 - 

370 

430 

470 

489 

488 

377 

435 

473 

490 

487 

383 

440 

475 

491 

485 
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213 Struvesche Funktion Q^^ix) 


X 


0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

d 

0,0 

0,0 

000 

064 

127 

191 

255 

318 

382 

445 

509 

572 

63 

1 


636 

699 

763 

826 

889 

953 

*016 

*079 

*142 

*205 

64 

2 

0,1 

268 

330 

393 

456 

518 

580 

643 

706 

767 

829 

62 

3 


891 

952 

*014 

*075 

*137 

*198 

*259 

*320 

*381 

*441 

61 

4 

0,2 

501 

562 

622 

682 

741 

801 

860 

919 

978 

*037 

60 

5 

0,3 

096 

164 

212 

270 

328 

385 

442 

499 

556 

613 

67 

6 


669 

725 

781 

836 

892 

947 

*002 

*056 

*111 

*165 

55 

7 

0,4 

218 

272 

325 

378 

431 

483 

535 

586 

638 

689 

52 

8 


740 

790 

841 

890 

940 

989 

♦038 

*087 

*135 

*183 

49 

9 

0,5 

230 

277 

324 

371 

417 

463 

508 

553 

598 

642 

46 

1,0 


687 

730 

773 

816 

859 

901 

943 

984 

*025 

*065 

42 

1 

0,6 

106 

145 

185 

224 

262 

301 

339 

376 

413 

449 

39 

2 


486 

522 

557 

592 

626 

660 

693 

726 

759 

791 

34 

3 


824 

855 

886 

916 

947 

976 

*005 

*034 

*063 

*090 

29 

4 

0,7 

117 

145 

171 

197 

223 

248 

273 

297 

321 

344 

25 

5 


367 

389 

412 

433 

454 

474 

495 

514 

533 

552 

20 

6 


570 

588 

605 

622 

638 

654 

669 

684 

699 

712 

16 

7 


726 

739 

752 

763 

775 

786 

797 

807 

817 

826 

11 

8 


835 

842 

850 

857 

866 

871 

877 

882 

887 

891 

6 

9 


895 

898 

902 

904 

906 

908 

909 

909 

910 

909 

2 

2,0 


909 

907 

906 

903 

901 

897 

894 

890 

886 

880 

4 

1 


875 

869 

863 

*856 

849 

841 

833 

824 

816 

806 

8 

2 


796 

786 

775 

763 

752 

740 

727 

714 

701 

687 

12 

3 


673 

658 

643 

627 

611 

595 

578 

561 

543 

525 

16 

4 


506 

487 

468 

448 

428 

408 

387 

366 

344 

322 

20 

5 


300 

277 

254 

230 

206 

181 

167 

132 

106 

080 

25 

6 


054 

027 

001 

♦973 

♦946 

*918 

*890 

♦861 

♦832 

♦802 

28 

7 

0,6 

773 

743 

713 

682 

651 

620 

588 

566 

524 

491 

31 

8 


459 

425 

392 

358 

324 

290 

255 

220 

185 

150 

34 

9 

! 

i 

114 

078 

042 

005 

♦969 

♦932 

*895 

♦857 

♦819 

♦781 

37 

3,0 

1 0,5 

743 

704 

666 

627 

588 

548 

509 

469 

429 

389 

40 

1 


348 

308 

267 

226 

186 

143 

102 

060 

018 

*976 

42 

2 

; 0,4 

934 

891 

849 

806 

763 

720 

677 

634 

591 

547 

‘ 43 

3 


603 

459 

415 

371 

327 

283 

239 

194 

150 

105 

1 44 

4 


060 

015 

*970 

♦925 

♦880 

1 *835 

♦790 

♦744 

♦699 

♦654 

45 

6 

0,3 

608 

563 

517 

472 

426 

1 380 

334 

289 

243 

197 

i 46 

6 


151 

106 

060 

014 

♦968 

♦922 

♦877 

♦831 

♦785 

♦739 

S 46 

7 

0,2 

694 

648 

602 

557 

511 

465 

420 

374 

329 

284 

46 

8 


238 

193 

148 

103 

058 

013 

♦968 

♦923 

♦878 

♦834 

^ 45 

9 

0,1 

789 

745 

701 

656 

612 

1 568 

524 

481 

437 

394 

1 44 

4,0 


350 

307 

264 

221 

178 

^ 135 

093 

050 

008 

♦966 

43 

1 

0,0 

924 

883 

841 

800 

758 

1 717 

676 

636 

595 

655 

41 

2 


515 

475 

435 

396 

356 

317 

278 

240 

201 

163 

39 

3 


125 

087 

049 

012 

♦025 

' *062 

♦099 

♦135 

♦171 

*207 

37 

4 

- 0,0 

243 

278 

313 

348 

383 

' 417 

452 

485 

619 

562 

34 

5 


585 

618 

651 

683 

715 

1 747 

778 

809 

840 

870 

32 

6 


901 

931 

960 

990 

♦019 

i *047 

♦076 

*104 

♦132 

*159 

28 

7 

- 0,1 

187 

213 

240 

266 

293 

! 318 

343 

368 

393 

417 

25 

8 


442 

465 

489 

512 

534 

i 557 

579 

600 

622 

643 

23 

9 


664 

684 

704 

724 

743 

762 

781 

799 

817 

835 

19 



StaruTesche Fnnktion. (*) 


6 

7 

8 

9 


008 

Oil 

014 

017 

054 

061 

069 

077 

143 

154 

166 

178 

273 

288 

303 

320 

443 

462 

481 

502 

652 

675 

698 

722 

898 

925 

951 

979 

179 

209 

240 

270 

494 

527 

560 

594 

839 

875 

911 

948 

*211 

*250 

*289 

*328 

609 

650 

691 

733 

*028 

*071 

*114 

*158 

466 

511 

556 

600 

918 

964 

*010 

*057 

382 

429 

476 

523 

854 

902 

949 

997 

330 

378 

426 

474 

807 

854 

902 

949 

*280 

*327 

*374 

•421 


.0 0,6 

1 


000 

000 

001 

002 

003 

021 

026 

031 

036 

042 

085 

094 

102 

112 

122 

190 

203 

216 

230 

243 

336 

353 

370 

388 

406 

522 

543 

564 

585 

607 

746 

770 

795 

820 

846 

006 

034 

063 

091 

120 

301 

333 

364 

396 

428 

628 

663 

697 

732 

767 

985 

*022 

*059 

*097 

*135 

368 

407 

447 

487 

528 

774 

816 

858 

900 

943 

201 

245 

289 

333 

377 

645 

691 

736 

781 

827 

103 

149 

196 

242 

289 

570 

618 

665 

712 

759 

044 

092 

140 

187 

235 

521 

569 

616 

664 

712 

997 

♦044 

*091 

*139 

*186 

468 

514 

561 

607 

654 

930 

976 

*022 

*067 

*112 

381 

426 

470 

514 

558 

817 

860 

903 

945 

987 

235 

276 

316 

356 

396 


3.0 1.0 

1 


670 708 
039 075 
382 415 
695 725 
976 *003 

224 247 
437 457 


746 783 
no 145 
447 479 
754 783 
*028 *054 

270 292 
476 494 


614 630 645 660 


5 

6 

7 

8 0,8 


742 

754 

766 

777 

789 

848 

856 

864 

872 

880 

916 

920 

925 

929 

932 

946 

946 

947 

947 

947 

938 

935 

932 

928 

925 

893 

887 

880 

873 

865 

813 

803 

792 

782 

771 

697 

684 

670 

656 

642 

548 

532 

515 

497 

480 

368 

348 

329 

308 

288 

158 

136 

113 

090 

067 

921 

896 

871 

845 

820 

680 

632 

605 

577 

549 

376 

346 

317 

287 

257 

073 

042 

010 

*979 

*947 

754 

721 

688 

655 

622 

421 

387 

353 

319 

285 



885 46 

•337 46 

775 44 

•194 42 

593 40 

967 38 

316 35 

635 33 

922 28 

•177 25 

399 22 

582 18 

729 15 

839 10 

910 6 


822 8 
710 12 

565 15 

387 18 

181 21 
•946 24 

687 27 

405 29 

104 30 

•786 32 

455 33 

113 34 






220 Struveache Funktion (x) 


X 


B 

1 

2 

3 

4 

5 

6 


m 

B 

m 

5,0 

“ 0,1 

852 

869 

886 

902 

918 

933 

949 

963 

978 

992 

15 

1 

“ 0,2 

006 

019 

032 

045 

058 

069 

081 

092 

104 

114 

11 

2 


124 

134 

144 

153 

162 

170 

179 

186 

194 

201 

8 

3 


208 

214 

220 

226 

231 

236 

241 

245 

249 

252 


4 


256 

258 

261 

263 

265 

266 

267 

268 

269 

268 

i 

5 


268 

268 

267 

266 

264 

262 

260 

257 

254 

251 

2 

6 


247 

243 

239 

234 

230 

224 

219 

213 

208 

200 

6 

7 


193 

186 

178 

170 

162 

154 

145 

136 

127 

117 

8 

8 


107 

096 

086 

075 

064 

052 

041 

028 

016 

003 

12 

9 

" 0,1 

990 

977 

964 

950 

936 

921 

907 

892 

877 

861 

15 

6.0 


846 

829 

813 

797 

780 

763 

746 

728 

711 

692 

17 

1 


674 

656 

637 

618 

599 

579 

560 

540 

520 

499 

20 

2 


479 

458 

437 

416 

394 

373 

351 

329 

307 

284 

21 

3 


262 

239 

216 

193 

169 

146 

122 

098 

074 

050 

23 

4 


025 

001 

*976 

*951 

*926 

*901 

*876 

♦850 

*825 

*799 

25 

5 

" 0,0 

773 

747 

721 

694 

668 

641 

615 

588 

561 

534 

27 

6 


507 

478 

452 

424 

397 

369 

342 

314 

286 

258 

28 

7 


230 

202 

174 

145 

117 

089 

060 

032 

003 

*026 

28 

8 

0,0 

054 

083 

112 

141 

170 

198 

227 

256 

285 

314 

28 

9 


343 

372 

401 

430 

459 

489 

518 

647 

576 

605 

29 

7,0 


634 

663 

692 

721 

750 

779 

808 

837 

865 

894 

29 

1 


923 

952 

980 

*009 

*038 

*066 

*095 

*123 

*151 

*180 

28 

2 

0,1 

208 

236 

264 

292 

320 

348 

375 

403 

431 

458 

28 

3 


486 

513 

540 

567 

594 

621 

648 

674 

701 

727 

27 

4 


753 

779 

805 

831 

857 

883 

908 

933 

959 

984 

26 

5 

0,2 

009 

033 

058 

082 

107 

131 

155 

179 

202 

226 

24 

6 


249 

272 

295 

318 

341 

363 

385 

407 

429 

451 

22 

7 


472 

494 

515 

536 

556 

577 

597 

617 

637 

657 

21 

8 


677 

696 

715 

734 

752 

771 

789 

807 

825 

842 

19 

9 


860 

877 

893 

910 

926 

943 

959 

974 

990 

■"005 

17 

8,0 

0,3 

020 

034 

049 

063 

077 

091 

105 

118 

131 

144 1 

14 

1 


156 

168 

180 

192 

204 

215 

226 

236 

247 

257 

11 

2 


267 

277 

286 

295 

304 

313 

321 

329 

337 

345 1 

9 

3 


352 

359 

366 

3^2 

379 

385 

390 

396 

401 

406 

6 

4 


410 

415 

419 

423 

426 

429 

432 

435 

438 

440 1 

3 

5 


442 

443 

445 

446 

447 

447 

447 

447 

447 

446 i 

0 

6 


446 

445 

443 

442 

440 

438 

435 

432 

430 

426 

2 

7 


423 

419 

415 

411 

406 

401 

397 

391 

386 

380 I 

5 

8 


374 

367 

361 

354 

347 

339 

332 

324 

316 

307 

8 

9 


299 

290 

281 

271 

262 

252 

242 

231 

221 

210 

10 

9,0 


199 

187 

176 

164 

152 

140 

127 

115 

102 

088 

12 

1 


075 

062 

048 

034 

019 

005 

■"990 

■"975 

■"360 

■"945 

14 

2 

0,2 

929 

914 

898 

881 

865 

849 

832 

816 

798 

780 

16 

3 


763 

745 

727 

709 

691 

672 

654 

635 

616 

597 

19 

4 


678 

558 

538 

519 

499 

478 

458 

438 

417 

396 

21 

5 


375 

354 

333 

312 

290 

269 

247 

225 

203 

181 

21 

6 


158 

136 

113 

091 

068 

045 

022 

■"999 

■"975 

■"952 

23 

7 

0,1 

929 

905 

881 

858 

834 

810 

786 

762 

737 

713 

24 

8 


689 

664 

640 

615 

590 

566 

541 

516 

491 

466 

24 

9 


441 

416 

390 

365 

340 

315 

289 

264 

238 

213 

25 
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Strnvesehe Punktioa (*) 


221 


0.8 078 

0,7 728 

375 
021 
0.6 670 

324 
0,5 987 


0,4 782 

529 
299 
095 
0,3 917 


883 

0,4 044 

226 
428 
647 

881 
0.5 128 

385 
649 
918 

0,6 190 

460 
728 
989 
0.7 243 

486 

716 

930 

0,8 128 


*764 35 

410 35 

056 35 

*704 35 

358 34 

020 34 
693 32 

381 31 

085 30 

•808 27 

553 26 

321 23 

114 20 

*934 17 

781 15 

658 12 

564 9 


462 0 


625 8 

734 11 

868 14 

*027 16 

207 18 

407 19 

624 22 

857 23 

♦103 24 

359 25 

623 26 

891 27 

*162 27 

433 27 

701 26 
963 26 

*218 25 

462 24 

693 23 

909 22 

*109 19 

290 18 

461 15 

591 14 

708 11 







222 Struvesche Funktion < 3 ^^ (x) 


X 



1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

d 

10,0 

0,1 

187 

162 

136 

111 

085 

060 

034 

008 

*983 

*957 

25 

1 

0,0 

931 

905 

880 

854 

828 

803 

777 

751 

726 

700 

25 

2 


674 

649 

623 

598 

672 

547 

521 

496 

470 

445 

25 

3 


420 

394 

369 

344 

319 

294 

269 

244 

219 

194 

25 

4 


169 

145 

120 

096 

071 

047 

022 

*002 

*026 

*050 

25 

5 

~ 0,0 

074 

098 

122 

145 

169 

193 

216 

239 

262 

286 

24 

6 


309 

331 

354 

377 

399 

422 

444 

466 

488 

510 

23 

7 


532 

553 

575 

596 

617 

638 

659 

680 

701 

721 

21 

8 


742 

762 

782 

802 

821 

841 

860 

880 

899 

918 

20 

9 


936 

955 

973 

991 

*010 

*027 
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100 X 

1, 

714 

730 

746 

763 

779 

796 

813 

830 

847 

865 

17 

2 



883 

900 

918 

936 

955 

973 

992 

*010 

*029 

♦049 

18 

3 

100 X 

2, 

068 

087 

107 

127 

147 

167 

188 

209 

229 

250 

20 

4 < 



272 

293 

315 

337 

359 

381 

404 

426 

449 

472 

22 

5 



496 

519 

643 

567 

592 

816 

641 

666 

691 

717 

24 

6 



742 

768 

794 

821 

848 

874 

902 

929 

957 

985 

27 

7 

100 X 

3, 

013 

042 

070 

100 

129 

159 

188 

219 

249 

280 

30 

8 



311 

342 

374 

406 

438 

471 

504 

537 

571 

604 

33 

9 



639 

673 

708 

743 

779 

814 

851 

887 

924 

961 

35 

8,0 



999 

♦037 

♦076 

♦114 

♦153 

♦192 

♦232 

♦272 

♦313 

*354 

39 

1 

100 X 

4, 

395 

437 

479 

521 

564 

607 

651 

696 

740 

785 

43 

2 



830 

876 

923 

969 

♦017 

♦064 

*112 

♦161 

♦210 

♦260 

47 

3 

100 X 

5, 

310 

360 

411 

462 

514 

567 

620 

673 

727 

782 

63 

4 



837 

892 

948 

♦006 

♦062 

♦ W 9 

♦178 

*236 

♦296 

♦356 

58 

5 

100 X 

6, 

416 

477 

539 

601 

664 

727 

791 

856 

921 

987 

63 

6 

100 X 

7, 

054 

121 

189 

257 

326 

396 

467 

538 

609 

682 

70 

7 


755 

829 

904 

979 

♦055 

♦132 

♦209 

♦287 

♦366 

♦446 

77 

8 

100 X 

8, 

527 

608 

690 

773 

856 

941 

*026 

♦112 

♦199 

♦287 

85 

9 

100 X 

9, 

376 

465 

555 

646 

738 

831 

925 

♦020 

♦115 

♦212 

93 

9,0 

100 X 

10, 

309 

408 

507 

607 

708 

i 811 

914 

♦018 

♦123 

♦229 

103 

1 

10® X 

1,1 336 

445 

554 

664 

776 

! 888 

♦002 

♦116 

♦232 

♦349 

112 

2 

10® X 

1,5 

2 467 

586 

706 

827 

950 

j *074 

♦199 

♦325 

♦452 

♦581 

124 

3 

10® X 

1,: 

3 710 

841 

974 

♦107 

♦242 

1*378 

♦616 

♦654 

♦795 

♦936 

136 

4 

10® X 

1m 

5 079 

223 

369 

516 

664 

i 814 

965 

*118 

♦272 

♦427 

160 

5 

10® X 

1, 

658 

674 

690 

707 

723 

739 

756 

773 

790 

807 

16 

6 



824 

842 

859 

877 

896 

913 

931 

950 

969 

987 

18 

7 

10® X 

2, 

006 

026 

045 

065 

084 

104 

125 

145 

165 

186 

20 

8 



207 

228 

250 

271 

293 

315 

337 

359 

382 

405 

22 

9 



428 

451 

475 

498 

622 

547 

671 

596 

621 

646 

25 
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VIII. Nullstellen von , 

VIII. Zeros of ''-kOW- 




VI II. Nullstellen von j 
Vlii. Zeros pf 



231 







YEII. Zylmderftmktioiien. g 1^9^ p 324.) 

Yni. Bessel fimctions. '' 



iJ^(ix) Jiiix) 


29,2543 

35,1821 

42,3283 

50,9462 

61,3419 


7,8684 

9,6258 

11,7611 

14,3550 

17,5056 

21,3319 

25,9784 

31,6203 

38,4704 

46,7871 


0,0000 

0 , 0=>1671 

0 , 0’‘1347 

0 , 0"4602 

0,01110 

0,02217 

0,03936 

0,06452 

0,09989 

0,1482 

0,2127 

0,2976 

0,4079 

0,5496 

0,7305 

0,9598 

1,2489 

1,6119 

2,0661 

2,6326 

3,3373 

4,2120 

5,2955 

6,6355 

8,2903 

10,3312 

12,8451 

15,9388 

19,7424 

24,4148 

30,1505 


0,0000 

0 , 0‘4175 

0,0W20 

0 , 0“3436 

0,0"1101 

0 , 0'''2737 

0 , 0^5801 

0,01103 

0,01937 

0,03208 

0,05073 

0,07734 

0,1145 

0,1654 

0,2341 

0,3257 

0,4466 

0,6049 

0,8105 

1,0758 

1,4163 

1,8513 

2,4046 

3,1060 

3,9921 

5,1082 

6,5106 

8,2686 

10,4678 

13,2137 

16,6366 


■iJ'aiix) 


0,0000 

0 , 0’8347 

0 , 0'2684 

0 , 0*2056 

0 , 0*8764 

0 , 0*2716 

0 , 0*6879 

0 , 0*1519 

0 , 0*3036 

0 , 0*6626 

0 , 0*9826 

0,01637 

0,02626 

0,04079 

0,06169 

0,09121 

0,1323 

0,1886 

0,2651 

0,3678 

0,6047 

0,6857 

0,9234 

1,2338 

1,6369 

2,1580 

2,8288 

3,6890 

4,7884 

6,1890 

7,9685 
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VIII. Besselsch© Punktion von ix, , * 

VIII. Bessel function of ix. P* 


X 

{ix) 

iJ^ (ix) 

Jg {ix) 

0,0 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,2 

0,0*1391 

0,0**1987 

0,0^*2483 

0,4 

0,0’8940 

0,0*2552 

0,0**6377 

0,6 

0,0*1026 

0,0*4388 

0,0*1644 

0,8 

0,0*5820 

0,0*3316 

0,0*1655 

1,0 

0,0*2249 

0,0*1599 

0,0*9961 

1,2 

0,0*6821 

0,0*5809 

0,0*4335 

1,4 

0,0*1752 

0,0*1737 

0,0*1510 

1,6 

0,0*3987 

0,0*4506 

0,0*4467 

1,8 

0,0*8280 

0,0?1050 

0,0*1168 

2,0 

0,0*1600 

0^3*2246 

0,0*2770 

2,2 

0,0*2919 

0,0*4492 

0,0*6076 

2,4 

0,0*5081 

0,0*8497 

0,0*1250 

2,6 

0,0*8505 

0,0*1534 

0,0*2437 

2,8 

0,01377 ! 

0,0*2664 

0,0*4540 

3,0 ' 

0,02168 

0,0*4472 

0,0*8137 

3,2 

0,03332 

0,0*7295 

0,0*1410 

3,4 

0,05015 

0,01160 

0,0*2373 

3,6 

0,07411 

0,01806 

0,0*3893 

3,8 

0,1078 

0,02755 

0,0*6243 

4,0 

0,1545 

0,04133 

0,0*9810 

4,2 

0,2186 

0,06105 

0,01514 

4,4 

0,3060 

0,08894 

0,02299 

4,6 

0,4239 

0,1280 

0,03440 

1 4,8 

0,5819 

0,1821 

0,05080 

1 5,0 

0,7923 

0,2565 

0,07412 

! 5,2 

1,0707 

0,3580 

0,1070 

! 5,4 

1,4371 

0,4954 

0,1528 

1 5,6 

1,9171 

0,6803 

0,2163 

, 5,8 

2,5430 

0,9277 

0,3037 

* 6,0 

j 3,3558 

1,2569 

0,4230 


X 

— iJgdx) 

1 

o 

iJii (ix) 

0,0 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

0,2 

0,0**2758 

0,0**2758 

0,0**2507 

0,4 

0,0“1417 

0,0**2832 

0,0**5148 

0,6 

0,0**5473 

0,0**1641 

0,0**4471 

0,8 

0,0*7340 

0,0**2932 

0,0**1065 ! 

1,0 

0,0*5518 

0,0*2753 

0,0**1249 1 

1,2 

0,0*2879 

0,0*1722 

0,0**9365 1 

1,4 

0,0*1168 

0,0*8138 

0,0*5160 

1,6 

0,0*3942 

0,0*3136 

0,0*2270 ' 

1,8 

0,0*1157 

0,0*1034 

0,0*8409 

2,0 

0,0*3044 

0,0*3017 

0,0’2722 

2,2 

0,0*7329 

0,0*7975 

0,0’7903 

2,4 

0,0*1641 

0,0*1944 

0,0*2098 

2,6 

0,0*3456 

0,0*4426 

0,0*5165 

2,8 

0,0*6915 

0,0*9513 

0,0*1193 

3,0 

0,0*1324 

0,0*1946 

0,0*2610 

3,2 

0,0*2439 ! 

0,0*3816 

0,0*5446 

3,4 

0,0*4347 

0,0*7205 

0,0*1090 

3,6 

0,0*7523 

0,0*1316 

0,0*2103 

3,8 

0,0*1269 

0,0*2336 

0,0*3929 

4,0 

0,0*2090 

0,0*4038 

0,0*7131 

4,2 

0,0*3373 

0,0*6819 

0,0*1261 

4,4 

0,0*5344 

0,0*1128 

0,0*2178 

4,6 

0,0*8324 

0,0*1830 

0,0*3683 

4,8 

0,01277 

0,0*2918 

0,0*6109 

5,0 

0,01932 

0,0*4580 

0,0*9955 

5,2 

0,02885 

0,0*7086 

0,0*1596 

5,4 

0,04260 

0,01082 

0,0*2523 

5,6 

0,06222 

0,01632 

0,0*3932 

5,8 

0,09000 

0,02435 

! 0,0*6052 

6,0 

0,1290 

0,03594 

1 

j 0,0*9207 






J^ix)'i J Js,{iji)\'^ J o[ix) 


i 0.0 0.0000 

00 

0,0000 

00 

4,0 

11,114 

11.120 

10,580 

1 

10,586 ■ 

2 0'523V 

L6150 

0,2401 

1,7848 

2 

13.233 

13.238 

12,633 

12,639 1 

1 4 0^6747 

1.3395 

0,3880 

1,2244 

4 

15.775 

15,779 

15,098 

15,103 ‘ 

1 6 0.8012 

1.256X 

0,5237 

1,0655 

6 

18.827 

i 18,830 

18,060 

18,064 i 

1 8 0.9276 

1,2546 

0,6609 

1,0379 

8 

22.493 

; 22,495 

21-621 

21,623 ; 

1.0 1.0646 

L3064 

0-8075 

1,0801 

5-0 

26-90 

26.90 

' 25,90 

25,90 ■ 

; 2 1.2199 

14018 

0,9701 

1,1720 

2 

32-19 

; 32*19 1 

31,05 

31*06 ! 

' 4 1.4000 

1,5386 

1,1547 

1,3067 

4 

38,56 

38.56 1 

37-25 

37*25 i 

i 6 L6115 

1,7181 

1,3678 

1,4836 

6 

46-22 * 

! 46,22 ' 

44,72 

44,72 ! 

j 8 1.8617 

1,9442 

1,6165 

1,7055 

8 

55,45 

' 55,45 

j 53,71 

j 53,71 1 

i 2.0 2.1588 ! 

2,2230 

1,9089 

1-9778 

6,0 

66,55 

' 66-55 

64,54 

1 1 

64,54 1 

2 2.5124 ) 

2.5627 

2,2546 

2-3082 

2 

79,93 

, 79,93 

1 77,60 

77,60 ‘ 

i‘ 4 2.9339 1 

2,9734 

2,6648 

2-7067 

4 

96-04 

' 96,04 

1 93,34 

93,34 

6 3.4370 1 

3,4681 

3,1528 

3,1856 ' 

6 

115,47 

115,47 

, 112,33 

112,33 ‘ 

8 4.0378 1 

. 4,0624 

3,7345 

3,7603 

8 

138,89 

138,89 

j 135,24 

135,24 '• 

‘3.O] 4.7560 

4,7754 

4,4290 

4,4494 

7,0 

167-15 

167,15 

1 162,89 

162*89 

, 2 5,6148 

5,6302 

5,2593 

5,2755 

2 

201-23 

201,23 

i 196,26 

196*26 

, 4 6.6425 

6,6548 

6,2529 

6,2657 

4 

242-37 

242,37 

; 236,55 

236,55 I 

6! 7,8729 

7,8827 

7,4429 

7,4531 

6 

292,02 

i 292,02 

' 285*21 

285,21 j 

8 9,3470 

9,3548 

8,8692 

8,8773 

8 

351,98 

j 351,98 

343,99 

j 

343,99 

4,0 i 11,1138 

11,1201 

10,5799 

10,5864 

8,0 

424,39 

424,39 

; 415,01 

415-01 
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0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

d 

2» 

oo 


565 

307 

124 

*983 

*867 

*770 

*685 

*611 


1, 

545 

485 

431 

381 

335 

292 

252 

215 

180 

147 



116 

086 

058 

031 

006 

*981 

*958 

*936 

*914 

*894 


0,8 

737 

546 

362 

185 

013 

*848 

*687 

*532 

*382 

*237 


0,7 

095 

*968 

*825 

*696 

*571 

*448 

*330 

*214 

*101 

**992 

122 

0,5 

885 

781 

679 

580 

484 

389 

297 

207 

120 

034 

95 

0,4 

950 

868 

788 

709 

632 

557 

484 

412 

342 

273 

75 


205 

139 

074 

010 

*948 

*887 

*827 

*769 

*711 

*665 

61 

0,3 

599 

546 

491 

439 

388 

337 

288 

239 

192 

145 

51 


099 

053 

009 

♦965 

*922 

*880 

*839 

*798 

*758 

*719 

42 

0i2 

680 

642 

605 

568 

532 

497 

462 

427 

393 

360 

35 

327 

295 

264 

232 

202 

172 

142 

113 

084 

056 

30 


028 

000 

*973 

♦947 

*920 

*895 

*869 

*844 

*820 

*795 

26 

0,1 

771 

748 

725 

702 

679 

657 

635 

614 

593 

572 

22 

0,15 

512 

309 

109 

*912 

*718 

*527 

*338 

*153 

**970 

**789 

191 

0,13 

611 

436 

263 

093 

*925 

*759 

*596 

*436 

*276 

*120 

167 

0,11 

966 

813 

663 

516 

370 

226 

084 

*944 

*806 

*670 

144 

0,10 

536 

403 

273 

144 

017 

*892 

*768 

*646 

*526 

*407 

125 

0,09 

290 

175 

061 

*948 

*838 

*728 

*620 

*514 

*409 

*305 

110 

0,08 

203 

102 

002 

*904 

*807 

*711 

*616 

*523 

*431 

*340 

96 

0,07 

251 

162 

075 

*989 

*904 

*820 

*737 

*655 

*574 

*495 

84 

0,06 

416 

338 

262 

186 

111 

038 

*965 

*893 

♦822 

*752 

73 

0,05 

683 

615 

547 

481 

415 

350 

286 

223 

161 

099 

65 


038 

*978 

*919 

*860 

*802 

*745 

*689 

*633 

*578 

*524 

57 

0,04 

470 

417 

365 

313 

262 

212 

162 

113 

064 

017 

50 

0,03 

969 

922 

876 

831 

786 

741 

697 

654 

611 

569 

45 


527 

485 

445 

404 

365 

325 

286 

248 

210 

173 

40 


136 

099 

063 

027 

*992 

*957 

*923 

*889 

*856 

*822 

35 

0,02 

790 

757 

725 

694 

663 

632 

601 

571 

542 

512 

31 


483 

455 

426 

398 

371 

343 

316 

290 

263 

237 

28 


212 

186 

161 

136 

112 

088 

064 

040 

017 

*993 

24 

0,01 

971 

948 

926 

904 

882 

861 

839 

818 

798 

777 

21 

0,017 

568 

367 

169 

*974 

*781 

*590 

*401 

*214 

*030 

**848 

191 

0,015 

668 

490 

314 

140 

*968 

*798 

*631 

*465 

*301 

*139 

169 

0,013 

979 

821 

664 

510 

357 

206 

057 

*909 

*764 

*619 

151 

0,012 

477 

336 

197 

060 

*924 

*789 

*657 

*525 

*396 

*267 

135 

0,011 

141 

015 

*891 

*769 

*648 

*528 

*410 

*293 

*178 

*064 

110 

0,0^9 

951 

839 

729 

620 

512 

406 

300 

196 

093 

*992 

106 

0,0^8 

891 

792 

693 

596 

500 

405 

311 

219 

127 

036 

95 

0,0^7 

946 

858 

770 

684 

598 

513 

430 

347 

265 

184 

85 


104 

025 

*947 

*870 

*794 

♦718 

*644 

*570 

*497 

*425 

75 

o,o‘'e 

353 

283 

213 

144 

076 

009 

*942 

*876 

*811 

*747 

67 

0,0^5 

683 

620 

558 

497 

436 

376 

316 

258 

200 

142 

60 

0,0M 

085 

029 

*974 

*919 

*864 

*811 

*758 

*705 

*653 

*602 

53 

551 

501 

452 

402 

354 

306 

259 

212 

165 

120 

48 


074 

029 

*985 

*941 

*898 

*855 

♦813 

*771 

*730 

*689 

43 

0,0^3 

648 

608 

568 

529 

491 

452 

414 

377 

340 

303 

38 


267 

231 

196 

161 

126 

092 

058 

025 

*992 

*959 

34 

0,0' 2 

927 

895 

863 

832 

801 

770 

740 

710 

680 

651 

31 


622 

594 

665 

537 

510 

482 

456 

428 

402 

376 

28 


1 




- H/') (i «) = - (- 1 X) 


237 


X 1 


0 

1 

2 

3 

4 1 

0,0 


oo 

63,6 

31,8 

21,2 

15,9 

1 

6,27 

5,69 

5,20 

4,79 

4,43 

2 

3, 

040 ^ 

'885 

*743 

♦614 

*495 

3 

1, 

946 

874 

807 

744 

685 

4 


391 

350 

311 

274 

238 

I 5 

1,0 

545 

281 

026 

♦781 

*545 

1 6 

0,8 

294 

109 

*931 

*758 

♦590 

7 

0,6 

686 

551 

419 

291 

166 

8 ! 

0,5 

486 

383 

282 

184 

089 

9 

0,4 

562 

481 

402 

325 

250 

1,0 

0,3 

832 

767 

704 

643 

682 

1 


245 

193 

142 

092 

042 

2 

0,2 

767 

724 

682 

640 

600 

3 


372 

336 

301 

267 

233 

4 


043 

013 

*983 

♦955 

♦926 

1 5 

0,1 

766 

74] 

716 

692 

668 

6 

0,15 

319 

106 

♦895 

♦688 

*485 

7 

0,13 

328 

146 

♦967 

♦790 

♦616 

8 

0,11 

626 

470 

316 

164 

015 

9 

0,10 

164 

030 

♦897 

♦767 

*638 

2,0 

0,08 

904 

788 

673 

561 

449 

1 

0,07 

814 

714 

614 

517 

420 

2 

0,06 

869 

781 

695 

610 

526 

3 


047 

♦971 

♦896 

♦821 

*748 

4 

0,05 

330 

264 

198 

133 

070 

5 

0,04 

704 

646 

589 

532 

476 

8 


156 

105 

055 

005 

*956 

7 ’ 
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Fig. 128 . Hankelsche Zylinderfunktionen der Ordnungen Null und Ein^ 
bei rein imaginarem Argument. 

Fig. 128 . Hankel function of the orders zero and one for pure imaginary argument 


r = 0,8156, Q = 0,5787'-= 52,085® = 0,9091 rad 
e = rie = 0,5012 4- i 0,6435 










Fig. 132. Besselsche Zylmderfunktion der Ordnung Bins von x 
Fig. 132. Bessel function of the order one of 



VIII. Besselsclie Funktion von x 
VIII. Bessel function of 
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Fig. 136. HaakelBohe Zylinderfimktion der Ordnnng Bins von 
Fig. 136. Hankel function of the order one of «»•*•. 
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cf. fig. 131, p. 246; tig. 136, p. 261. 
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VIIL Zylinderfunktionen. 
VIII. Bessel functions. 





Fipf. 140 . Die Pfeile b = »^o ) senkrecht von der r-Achse ausgehend. (vgl. S. 262.) 

Beispiel: Elektrische Wechselstromdichte im Runddraht in verschiedenen Abstoden 

von der Drahtacbse. 


Fig. 140. The arrows bi^ ) going out perpendicularly from the r-axis. 

(cf. p. '262.) 

Example: Electric alternating current density in a round wire at different distances 

from the wire axis. 
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Fig. 141. I>ie Pfeile hi^ = Ji (f VO senkrecht yon der r-Aclise &u 0 ^fehend. (vgl. S. 20‘2.) 
Beispiel : Magnetiache Wechselfeldsfcarke im Runddraht in yerschiedenen AbstSaden 

von der Drabtachse. 

Fiff 141. The arrows hi^ = Vi) going out perpendicularly from the r-axis. 

(cf. p. 2C2.) 

Example: Magnetic alternating field intensity in a round wire at different distances 

from the wire axis. 
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IX. Ble Biemamigelie Zetafunktion. 
IX. The Riemann Zeta-Ptmction. 


1. D efinitionen. 
!• Definitions. 


Im folgenden bedeute n eine ganze 
Zabl, p eine Primzabl. 

Setzt man z = x + so kann S(z) 
ftlr ic > 1 definiert werden durcb 


In the following let n denote an 
integer, p a prime number. 

Putting £ = X -j- iy we may define 
^(z) for > 1 by 


n =1 

wobei das Produkt fiber samtlicbe Prim- I where the product may be extended 
zahlen zu erstrecken ist. | over all prime numbers. 

— 2“'’) = + + + 


allgemein ist 


generally we have 




bedeutet, daB die Summe nur fiber 
die ganzen Zahlen n (> p) zu erstrecken 
ist, deren samtliche Primfaktoren >p 
Bind. 

Pfir a; > 0 gilt die folgende Dar- 
stellung: 


S ' denotes that in the summation only 
those values of n(^p) occur whose 
prime factors are all >p. 

When a; > 0 the following represen- 
tation holds; 




_ 1 r ^*-1 

e*+l 

0 


dt. 


Ptir I jS I < < 1 eignet sich zur Be- 
rechnung besonders gut die Reihe 


For 1 jS I < < 1 the following series 
is very well suited for numerical com- 
putation 


t(.) -2 


1 

> 


I ^ L Jl 4- -1 -J~~ - L + ^) 

+■ i -Z 1 ” y 12 n*+i 720 n*+» 

_L. ^ g(jg 4~ 1)* + L_ ^ ~P I) * * ' 

' 3024 1 209 600 


+ 1 


47 900 160 


2 ; (jg -j- 1) . . . (jg -j- 8) 


Setzt man zur Abkfirzung 1 Putting for brevity 

j 2 ? = 

the function 


so wird 
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IX. Die Riemannsche Zetafunktion. 
IX. Tlie Riemann Zeta-Function. 


erne gerade FuBktion in <, die bei Ent- is even with respect to t and has real 
wicklung nach steigenden Potenzen von coefficients if it is expanded in ascending 

reelle Koeffizienten hat. (Die nicht- powers of (The non-trivial.- zeros of 
trivialen Nullstellen der J- Funktion auf the function on the straight line 
derGeradenl + ifliegenbeiderS-Funk- He on the real axis for the S'-Fnnc- 
tion auf der reellen Achse.) tion.) 


2. Funktionalgleichungen. 


2. Functional equations. 


-fa I 



Fig. 148. HShenkarte der Riemannflclieii Zetafunktion. 
Fig. 148. Altitude chart of the Riemann Zeta-function. 





IX. Die Eiemannflclie Zetafunktion. 
IX. The Eiemann Zeta- Function. 
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zeichneten von einer Unendlichkeitsstelle. 

Fig. 150. Relief of the Riemann Zeta- Function. 

The lines of steepest gradient denoted by 0, on the right-hand side of the figure, coiaae 
from a zero, those denoted by oo come from an infinity. 


3. Spezielle Werte. | 

5(0) = -i, 5(1) = oo, 

5(l-2«) = (-l)"g, S(2«) 


3. Special values. 
5(-2n) = 0 


Dabei bedeutet Bn Bernoulli- 
schen Zahlen, die sich aus folgender 
Entwicklung ergeben: 


Here Bn denotes Bernoulli's mem- 
bers which may be found from tJbie 
following expansion: 


c* — 1 

= 1- 

^ + j?! 2 1 — 

H 

. . 


B,= 

- = 0,023 8095 

B, = 

1 

30 

= A = 0,075 757 6 


2^0 = 0,253114 

II 

7 

Y 

^» = W=^’'^92157 

— 

= 54,971 18 


174 611 

X)0 — 

-Olo — 

330 

5(2)=;', 

5(4) = 


5(8) = 

”■ 9460 ‘ 


529,124 24 


IX. Die TtiemauLiische Zetafunktiou. 
IX. The Eiemann ZetarFunction. 
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S(-ac) 





1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

o* 

-0, 

5000 

4172 

3497 

2938 

2472 

2079 

1746 

1462 

1220 

1012 

1. 

-0,0 

8333 

6798 

5479 

4346 

3376 

2549 

1845 

1251 

0752 

0339 

2, 

H-0,00 

0000 

2729 

4879 

6519 

7713 

8517 

8982 

9156 

9081 

8795 

3. 


8333 

7729 

7012 

6209 

5344 

4441 

3520 

2599 

1696 

0825 

4. 

-0,00 

0000 

0768 

1469 

2094 

2637 

3092 

3455 

3725 

3900 

3980 

5, 


3968 

3867 

3680 

3414 

3076 

2671 

2211 

1703 

1158 

0586 

6» 

4-0,00 

0000 

0590 

1171 

1732 

2261 

2747 

3178 

3545 

3837 

4047 

7, 


4167 

4191 

4115 

3936 

3654 

3269 

2785 

2208 

1544 

0804 

8. 

0,00 

0000 

0854 

1742 

2645 

3543 

4416 

5240 

5992 

6648 

7183 

9, 


7576 

7802 

7842 

7677 

7291 

6672 

5813 

4710 

3367 

1792 

10» 

4-0,0 

0000 

0199 

0413 

0641 

0876 

1115 

1349 

1574 

1781 

1962 

11, 


2109 

2214 

2268 

2262 

2188 

2040 

1810 

1493 

1086 

0588 

12, 

-0,0 

0000 

0675 

1431 

2256 

3137 

4057 

4994 

5922 

6811 

7627 

13, 


8333 

8888 

9249 

9371 

9209 

8718 

7854 

6579 

4861 

2672 

14, 

+0, 

0000 

0316 

0679 

1087 

1533 

2012 

2512 

3021 

3524 

4001 

16. 


4433 

4793 

5057 

5193 

5173 

4963 

4531 

3846 

2879 

1604 

16, 

-0,001 X 

0000 

194,5 

423,6 

686,5 

981,0 

1303 

1648 

2006 

2369 

2723 

17,. 


3054 

3343 

3569 

3710 

3739 

3630 

3353 

2880 

2181 

1229 

18, 

+0,01 X 

0000 

152,5 

335,9 

550,5 

795,5 

1069 

1366 

1682 

2008 

2334 

19, 


2646 

2927 

3159 

3319 

3381 

3317 

3096 

2687 

2056 

1171 

20, 

-0,1 X 

0000 

148,3 

330,0 

546,3 

797,5 

1082 

1397 

1737 

2095 

2459 

21, 


2815 

3145 

3427 

3635 

3739 

3703 

3490 

3058 

2362 

1367 

22, 

+ 

0000 

175,2 

393,4 

657,3 

968,3 

1326 

1728 

2168 

2638 

3123 

23, 


3608 

4066 

4471 

4784 

4964 

4960 

4715 

4167 

3246 

1882 


5 (*) 


* 1 



1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

d 

0, 

— 0,001 X 

500,0 

603,0 

733,9 

904,6 1135 

1460 

1953 

2778 

4438 

9430 


1, 

+0,001 X 

oo 

10584 

5692 

3932 

3106 

2612 

2286 

2054 

1882 

1750 


2, 

1, 

645 

560 

491 

432 

383 

341 

305 

274 

247 

223 

42 

3, 


202 

183 

167 

152 

139 

127 

116 

106 

098 

090 

12 

4, 

1,0 

823 

757 

698 

643 

593 

547 

505 

467 

431 

399 

46 

5, 


369 

342 

317 

293 

272 

252 

234 

217 

201 

187 

20 

6, 

1,01 

734 

611 

4% 

390 

292 

201 

116 

038 

*965 

*898 

91 

7, 

1,00 

835 

777 

723 

673 

626 

583 

542 

505 

470 

438 

43 

8, 


408 

380 

354 

329 

307 

286 

266 

248 

231 

216 

21 

9, 

L002 

008 

*872 

*744 

*626 

*515 

*413 

*317 

*227 

*144 

•067 

102 

10, 

1,000 

995 

927 

865 

806 

752 

701 

664 

609 

568 

530 

51 

11, 


494 

461 

430 

401 

374 

349 

325 

303 

283 

264 

26 

12, 

l.tf^ 

461 

295 

141 

*997 

*863 

’"738 

*621 

*512 

*410 

*316 

126 

13, 

1,0*1 

227 

146 

068 

•996 

•929 

’"867 

*809 

*764 

*704 

*657 

62 

14, 

1,0* 

612 

671 

533 

497 

464 

433 

404 

377 

351 

328 

31 

15, 


308 

285 

266 

248 

232 

216 

202 

188 

176 

164 

16 

16, 

1,0*1 

528 

426 

330 

241 

158 

080 

008 

*940 

*877 

*819 

78 

17, 

1,0* 

764 

713 

665 

620 

579 

640 

604 

470 

439 

409 

39 

18, 


382 

366 

332 

310 

289 

270 

252 

235 

219 

205 

19 

19, 

1,0*1 

908 

780 

661 

560 

446 

349 

269 

174 

096 

022 

97 

20, 

1,0* 

954 

890 

831 

775 

723 

675 

629 

587 

548 

611 

48 

21, 


477 

445 

415 

387 

361 

337 

315 

294 

274 

256 

24 

22, 

1,0*2 

386 

225 

076 

’"937 

’"807 

’"686 

*573 

*468 

♦369 

*278 

121 

23, 

1,0*1 

192 

112 

038 

’"968 


’"843 

*787 

*734 

*685 

*639 

60 
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IX. Die Riemannsche Zetafunktion. 
IX. The Riemann Zeta-Function. 


Nallstellen 0,6 + ia„ der Riemannschen Zetafunktion. 
Zeros 0,6 4“ of the Riemann Zeta- Function. 


n 





WKM 

1 

14,134726 

11 

52,970 

21 

79,337 

2 

21.022040 

12 

56,446 

22 

82,910 

3 

25,010856 

13 

59,347 

23 

84,734 

4 

30,424878 

14 

60,833 

24 

87,426 

5 

32,936057 

15 

65,113 

26 

88,809 

6 

37,586176 

16 

67,080 

26 

92,494 

7 

40,918720 

17 

69,546 

27 

94,651 

8 

43,327073 

18 

72,067 

28 

96,871 

9 

48,006150 

19 

76.706 

29 

98,831 

10 

49,773832 

20 1 

77,145 




Cfenanere Tafeln: { More accurate tables: 

J. P. Gram, D. Kgl. Danske Vidensk. Selek. Skriffcer, Kopenhagen 1926 — 26, 10. Bd., 

8.313 — 326 gibt !;(«) 10- und llstellig fhr s = — 24,0; —23,9 f- 24,0, femer 

(s — l)tW Jmit 10 tind 11 Dezimalen fiir «== — 2,0; — 1,9 ... 4,0 und die Differensen 
bis zur Tierten Ordnting. 

liChrbfclier und Abbandlungen : | Text-books and papers: 

a) F. C. Titchmarsh, The Zeta-Function of Riemann (Cambridge 1930, at the CJniver- 
flity Press). 103 Seiten, 

b) E. Landau, Verteilung der Primzahlen, I und XI (Leipzig 1909 bei Teubner). 

c) J. P. Gram, Acta Mathematica Bd. 27, 1903, S. 289 — 304. Note aur lea zdros de la 
fonction ^(s) de Riemann. 

d) R. J. Backlund, Acta Mathematica Bd. 41, 1918 8.346 — 376, Cber die Nullatellen 
der Riemannschen Zetafhnktion. 

e) J. I. Hutchinson, Transactions of the Americ. Mathem. Society vol. 27, 1926, p. 49—60. 
On the roots of the Riemann Zeta-Function. 

f) E. T. Whittaker and G. N. Watson, Modem Analysis (4. ed., Cambridge 1927, 
UniTersity Press), p. 266--280. 



X. Eonfluente hypergeometriache Funktionen. 
X. Confluent liypergeometric functions. 
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X, Kottfliuente hypergeometrisclie Funktionen. 
X. Confluent hypergeometric functions. 


1. Die Reihe 


1. The series 


\ 1.“ ,aa + lx*,aa+l« + 2a*®, 

y=M(«, y,a:)= l + --a:+ y -^ + y ^ ' 


genttgt der Differentialgleichung 


satisfies the differential equation 




2. Asymptotische Darstellung: 


2. Asymptotic expansion: 


fr-D! / a-y + l . . (of+l)(a-y + l)(a-"y + 2) 


(y-a- 

(y-D! 

■{«-!)! 


, vfi (l-a)(y-«) (l-a)(2-o:i(y-a)(y-o^+^) 

X 2!a:* 


S. Rekursionsformeln: 


S. Recurrence formulae: 


= M(a + X, y + u, .r); 
a: Mu = y M^, — y 
a Mil = (a — y) Moi + y M^, 

(a + x) Mu = (a — y) M#! + y Mj,, 

«yMi 4 = y(« + a:)Moo— a:(y — «)Moi, 
a Ml, = (® + 2 « — y) M,, + (y — a) M_,, „ 

(y — a)a;M,i = y (a: + y — l)Moo+ ^(l — 

*. Whittaker und Watson setzen | 4 . Whittaker and Watson take 

« = y= 2 wi+l 

und bezeichnen mit M die Funktion i and denote by M the function 


Tafeln: [ Tables; 

a) Brit. Ass., Section A, Oxford 1926, Leeds 1927, gibt 6- bis Gstellig M, entspreohend 
den folgenden Kurven. 

Xq^ 

b) B.. Gran Olsson, Ingenieur-Archiv8(1937), 8. 99— 108, gibt 4atellig M f^r x — 

mit ^ = 0,1 ... 1,0 und n = 2 oder n == 4 in 11 Tafeln (a zwischen — 0,676 und 
1,66; y swiacben 0,6 nnd 3). Siehe dort auch S. 376. 


LelirbUclier: 


Text-books: 


Whittaker and Watson, Modem Analysis (Cambridge 1927) p. 337 — 364. 
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X. Konfiuente hypergeometrisclie Fimktionen. 
X. Confluent hypergeometric functions. 







Fig. 165. M{a, 



Fig. 166 . Mia, +1,0, x). 



X. Konflnente Kypergeometrisclie Fimktioneii. 
X. Confluent hypergeometric functions. 
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Fig. 168. + 1,6, x). 



Fig. l( 





X. Konfluente hypergeometrieclie Funktionen. 
X. Confluent hypergeometric functions. 
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XL Matbieusche Fanktionen 
Xi Mathieu functions. 
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XL Matbieusche Funktionen, 
XL Mathicu functions. 


1. Die Mathieuschen Funktionen 1. The Mathieu functions (a;, ^)assO“ 

©lliptischen Zylinders: ciated with the elliptic cylinder: 

ce^cr, ce^a;, 

se^Xy se^Xy ... 

sind entweder gerade oder ungerade are either even or odd periodic par- 
periodische Teillosungen der Mathieu- ticular solutions of the Mathieu diffe- 
schen Differentialgleichung rential equation 

I Ir* + (« — 4? cos 2 x) j/ = 0. 

Nicht bei Jedem Wertepaar a, q gibt es Not for each pair of values a, q has the 
eine periodischeLQsung, sondern fiir jede d. e. a periodic solution, but for each 
Mathieusche Funktion ce^a? uud se^^^x Mathieu function ce^x and se^a; q is 
ist q eine bestimmte Funktion von a. a function of cc. The following relations 
Es gelten die folgenden Beziehimgen are valid Qc integer): 

(k ganz) : 

ceQcTC + ^) = + ce(/fcjc -- x) | seQc^t + x) = — se{k^ — x) 

( 2 + ■^) = (- 1)"‘ (t - I a ^ ‘ (t - 

9r>,(^+ = 

Es geniigt daher, eine Mathieusche | Hence it suffices to represent a Mathieu 

yg fC 

Funktion ina Bereich 0 <C it* <C ^ | function in the domain 0 <iX<i . In 

zustellen. Auf jeder Strecke — x^ = 2iit i each range x^ — x^ = 2 tc the product 
hat das Produkt zweier verschiedener of two different Mathieu functions asso- 
zura selben q gehQriger Mathieuscher ciated with the same q has the mean 
Funktionen den Mittelwert Null. value 0. 

2. Nullstellen: 2. Zeros: 

0 = = S©8n + 1 “ ^^*71 + 1 

ce0 a; > 0 . 


Die vier Funktionen 
ccj^o;, 

haben n Nullstellen zwischen a: = 0 und 
X = die mit wachsendem q immer 

-jU 

naher an — heranriicken. 

Bei X = ^ sind positiv : 

£ 


The four functions 

have n zeros between x = 0 and 05=-^, 

which as q increases approach more and 
. « 

more to * 

At a; = ^ the following are positive: 

£ 





C08,U 



284 


XL Mathi0ii»clie Funktionen. 
XI Mathieu functions. 




Fig. 166 . Symmetrien der Mathieuschen Funktionen (nicht mafist&blich). 


Bei jeder Mathieuschen Funktion 
wird der willkurliehe konstante Fak- 
* tor so bestinmit, dali 

fiir 


B. For each Mathieu funktion 9?,,^ the 
arbitrary constant factor shall be deter- 
mined such, that 




4 - „ w 4=0. 


Vorzeichen nnch 2. 


Sign by 2. 


Fttr g — 0 wird dann | Then for q 0 

4a — m*, ce^ (ic, 0) = cos m se^ {Xj 0) = sin m x. 


4* Ersetzt man x dutch y — a? und q 

durch — so erhalt man die Differen- 
tialgleichung 


4* If we replace x by y — and f 
by — differential equation be- 


comes 


7 0 + [“ (— 2) + cos 2 a:]y = 0 


mit den Ldsungen 

ccj, (y - - 9) = (- 1)* ce,„ (a:, q) 

-3) = (-!)" 86,, (a:, .9) 

I Es geniigt also, die Funktionen ftir 
positiye q zu berechnen. 


with the solutions 

66,,+! (I 9) = (- 1 )“ 86* *4-1 (.^T 9) 

86*,+, (|~®, -9) = (-!)" ce, {x, q). 

Thus it suffices to calculate the func- 
tions for positive g's. 


XL Mathieusche Fuaktionen. 
XL Mathieu functions. 
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5* Mit t = i(x) als unabhangiger 5. With t = t (x) as independent 
VerSLnderliclier lautet die Matbieuscbe variable the Mathieu equation is 
Gleichung 

(dtY d^y d^t dy .. . . . 


z. B. fiir 


t = cos2a;: 


1 e. g. for 

(1 - - if % + (« - f)y = 0; 


+ f |^- + [-a + 2g(^ + y)]!/ = 0; 
t=C 08 ^x: t{l -t)^ + - t) {a - Aq + Sqt)y = 0. 

6. Die Mathieuschen Funktionen ge- I 6. The Mathieu functions satisfy the 


ndgen der Integralgleichung 


integral equation 


T 

’(•*)= ^ f '■ 




q)(t) dt. 


f • Naherungswerte fiir a^bei kleinem q, 7, Approximate values of cc^ for smallg. 

Die oberenVorzeichengeltenfttr The upper signs are valid for cej^t+n 


die unteren ftir se* 


the lower for se« 


4:a^=l±8q-8q*T^q^-Y9'±"- 
4«,= 4 + y 3>-|^-7.1093^+--- 

4a, = 9 + 4 2 * ±8 g'® 4 

4..= 16 + S,- + i^^ + ¥.1087(|D“ 


4„ _ iM! 4- 6n«+7. 

, 9n«+ 22n*— 203«’ — 116 , 

+ (n>— l)‘(n*— 4)>(«*— 9)“ '• 

8. Naherungswerte fflr a bei groBem q 8. Approximate values of a for large q 
^etwa g'> ungeraden Zahl ^about q > With the odd number 

« = 2 V— 1 ergibt sich a ftr ce,_i und w = 2 v — 1 the values of a for ce^., 

se aus s®» result from 

. . /^ . «■’ + 1 , n n’ + 3 , 6 »■• + 34 «’ + 9 

-ar^iq-ny2q + -^+-^n-^^ + 

-f- 410 w.* -h 406 63 w ®+ 1260 + 2943 n* + 48G 

+ n rrn zr" T 

2**qy2q ® 

2108 n® 4 - 62 468 fi* + 270379 w*+ 149 653 ^ 
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XL MathieuflcLe Funktionen. 
XL Mathieu functions. 


Bei grofiem positiTem q geliCrt zu den j If q is large and positive, the four func- 
vier Funktionen 1 

fast derselbe Wert von a, ebenso zu den i have almost the same value of «, like- 
vier Funktionen I wise the four functions 

— 3)j ®®8n + l(^» + — ’O'), 

ec verschwindet bei ce ^ x und se^ | a vanishes at ce ^ x and se^ 



Fig. 166 . a als Fnnktion von q. 

DarsteUung durch Fouriersche 9. Representation by Fourier series: 
Eeihen: 

M 00 

ce,,* = ^ A,. COS 2 r a:, ce, ^ co8(2 r+ l)a:, 

r*0 r-e 

oo 

»«*,« = .S’ -Bf.ir Bm2rx, sfij.^ia; = ^ B,,+i 8in(2 r+l)x. 

r » 0 


XI. Mathieusche Panktioiien. 
XL Mathieu functions. 
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Fttr die Koeffizienten A, B ergeben sich For the coefficients 5 the foUowing 
die folgenden Eekursionsformeln; recurrence formulae result: 

a) Mr cej^a;: a) for ce,,*: 


~“A«,o+ 0 , 

4«A«.o + (l — 2g 0, 


224„.,r-*+ (r*- 

" ir + a ““ ^ 


b) fttr 

1 b) for sej,,a?: 

tn,2 + 0, 


c) far ce„^.ia:: 

1 c) for ce,„^ia;; 


2?A,+i,i+ (y- 

«)^i,+i,i.+ 25^,„+,,,= 0, 


23A» + t,*r-l+ |(»-+y)*-«] 

1 '^•n + l.Sr+l + 0 

(*■>0); 

d)far 8e,,^,a:: 

1 d)for se,„+ia:: 


— + + (t “ 

” *) + "I" 23 -Sjn + I , S ~ 


23 -B,,+i,,,_i + {(r + y) — a| 

^fn + l,tr+l~l" 0 

(r>0). 

Nach 8. ist ftir tn = 1, 2, 3, . . . 
fiir jedes q 

und By 8. we have for tn == 1, 2, 3 

for each q 

, . . . and 

2A»+J* + Al-h-. = Jil-l-Bl+- = Al+Al + ...^Ji* + JBl + 

••• = 1, 

fttr 000 5 ; die erste Summe = 2 . 

Die Reihen konvergieren um 
schlechter, je grOBer q ist. 

for oBqX the first sum == 2. 
so The series converges less as g in- 

creases. 

Tafeln : 

1 Tables: 


der - fdr ce^ x 

11 *^1 * * ’ ■^4ft 11 ^ 

der flir § 0 ^ x 

„ * • • Bpp ,, aOj X 



,, • • • .^48 „ ce, a: 

mit 6 Dezimalen (^ = 0, 1 ... 200) bei 


S. Goldstein, Trans. Camb. Phil. Soc. 28 (1927), p. 303 — 336. Mit dieaen Koeffi- 
zienten sind die folgenden Kurven bereohnet worden. 

H. P. Mulholland und S. Goldstein, Phil. Mag. 8 (1929), p. 834 — 840, geben a 

ffir ce^x und se„j 4 .i x (w = 0, 1, 2, 3) und fCir = 0,2; 0,4 .. . 2,0 mit 6 Dezimalen. 

Lehrbttcher: | Text-books: 

a) Whittaker and Watson, Modern Analysis, 4. ed., p 404 — 428. 

b) M. J. 0. Strutt, Lamdsche, Mathieusche und verwandte Fnnktionen in Physik 
und Technik (Ergebnisse der Math., 1, 3; Berlin 1932 bei Springer), S. 28 — 61. 
Dort LiteraturTerzeichnis S. 110 — 116. 



Fig. 168. ceo(a7, q) in der Umgebung von x == 90®. 


















XI. Mathieusche Funktionen. 
XL Mathieu functions. 
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Einlge oft gebrauchte Konstanten. Some often used constants. 


w/2 == 1,670 796 327 = 1 : 0,636 619 772 
JT* = 9,869 604 401 = 1 : 0,101 321 184 
-^n— 1,772 463 861 = 1 : 0,664 189584 
|/3t/2 = 1,263 314 137 = 1 : 0,797 884561 
t = 2,718 281 828 = 1 : 0,367 879 441 
*» = 31,006 276 68 = 1 : 0,032 261 634 43 
jr V2 = 4,442 882 938 = 1 : 0,226 079 079 
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Hilfsmittel ffir den Beehner. 
Useful books for the computer. 


HLilfsmittel fttr den Rechner. 

TJseftil books for the computer. 

I. Prodnkten-Tafeln. 

a) H. Zimmermann, Eeohentafeln. (Berlin 1929 bei "W. Ernst.) 204 Seiten. Produkte 

bis 99 mal 999. Ausgabe A 6,80 .MJC, Ausgabe B 8,20 

b) L. Zimmermann, Rechentafeln, groBe Ausgabe. (Liebenwerda 1923 bei Beiss.) 

226 Seiten. Produkte bis 99 mal 9999. Preis 4,80 

c) A. L. Crelle, Recbentafeln- (Leipaig 1930 bei Gruyter.) 601 Seiten. Produkte bis 

999 mal 999. Preis 26,00 

d') J Peters, Neue Eechentafeln (Berlin 1909 bei Gruyter). 601 Seiten. Produkte bis 
99 mal 9 99k Preis 20,00 

e) Brit. Ass. Adv. Sc., Mathematical tables, vol. V, Factor table (London 1936, durch 
Cambridge Unirersity Press), 291 Seiten. Faktoren der Zahlen bis 100 000. (GroBee 
Format.) 17,60 JiJC 


IL Gr5Bere Tafeln einfaoher Funktionen. 

a) M. Tan Haaften, E^ziprokentafel. (Groningen 1926, Noordhoff.) 60 Seiten. Kehr- 

werte von 1 . . . 10000 mit 7 geltenden Stellen. Preis 6,20 

b) W.H. Oakes, Table of the reciprocals of numbers 1 . 100000 mit 7 geltenden 

Stellen. (London 1864 bei Leyton.) 206 Seiten. Preis 21,00 JiJC 

0) P. Timpenfeld, Quadrate von 1 . . . 12000, Kuben von 1 . . . 1200. (Dortmund 

1926 bei Krfiger.) 128 Seiten. Preis 4,00 

<J) L. Zimmermann, Quadrate von 1 . . . 100009. (Liebenwerda 1925 bei Reiss.) 
187 Seiten. Preis 6,40 

e) J. Blater, Tafel der Yiertel -Quadrate aller ganzen Zahlen von 1 .. . 200000. 

(M6dling 1887 bei J. Thomas.) 206 Seiten. Preis 12,00 

f) J. Plassmann, Tafel der Yiertel-Quadrate aller Zahlen von 1 . . . 20 009 zux 

Erleichterung des Mnltiplizierens yiersteUiger Zahlen. (Leipzig 1933 bei JEnecke.) 
226 Seiten, Preis 6,40 

g) J. Bojko, Yiertelquadrate der Zahlen 1 bis 20000. (Ziirich 1909 bei E. Speidel.) 

23 + 20 Seiten. Preis 1,60 

h) Barlow's Tables of squares, cubes, square roots, cube roots and reciprocals of all 
integer numbers up to 10000. (London bei Spon, 3. Aufl., 1980.) 208 Seiten. 

Preis 6,60 

1) L. M. Miln e-Thoms on, Standard table of square roots. (Loudon 1929 bei G-. Bell.) 

90 Seiten. Preis 6,60 


III. Rechen-lnstrumente und*-Ma8 cbiuen. 

a) A. Galle, Math. Instrumente. (Leipzig 1912 bei Teubner.) 187 Seiten. 

Preis 6,60 MJC 

b) K. Lenz, Die Bechen- und Buchungsmascbinen. (1932 bei Teubner.) 122 Beiten. 

Preis 6,40 


lY. Zahlenrechnen. 

a) J. Lftroth, Numerisches Rechnen. (Leipzig 1900 bei Teubner.) 194 Seiten. 

Yergxiffein. 

b) L. Schrutka, Zahlenrechnen. (Leipzig 1928 bei Teubner.) 146 Seiten. 

Preis 2,70 J^JC 


Hilfsmittel fur dea Rechaer. 
Useful books for the computer. 
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c) U. Cassina, Calcolo numerico. (Bologna 1928 bei Zanichelli.) 461 Seiten. 

Preis 17,60 SJC 

d) G. Cassinis, Calcoli numerici, grafici e meccanici. (Pisa 1928 bei Mariotti-Pacini.) 

672 Seiten. Preis 22,00 

e) E. Maccaferri, Calcolo numerico approssimato (Milano 1919 bei U. Hoepli'). 

200 Seiten. Preis 3,26 


V. Grapbisohes Bechnen. 

a} H. Mehmke, Leitfaden zum graphischen Bechnen. (Wien und Leipzig 1924 bei 
Deuticke.) 183 Seiten. Preis 4 20 MJt 

b) C. Range, Graphische Methoden. (Leipzig 1928 bei Teubner.) 142 Seiten. 

Preis 6,40 JIJC 


VI. Praktiache Analysis. 

(Interpolation, genaherte Integration nnd Differentiation Reihen, 
algebraische, transzendente nnd Differential* Gleichnngen.) 

a) 0. Biermann, Mathematiscbe N&bernngsmetboden. (Braunschweig 1906 bei Vie-* 

weg.) 227 Seiten. Preis 8,00 JtJl 

b) H. Bruns, Grundlinien des WissensohaftlichenRechnens. (Leipzig 1903 bei Teubner.) 

169 Seiten. Vergriffen. 

c) H. L. Rice, Theory and practice of Interpolation. (Lynn 1899 bei Nichols.) 284 Seiten. 
Enthait Tafeln der Vorzahlen fdr die Interpolation bis zur 6. Ordnung. 

Preis 24,60 JIJC 

d) T. N. Thiele, Interpolationsreohnung, (Leipzig 1909 bei Teubner.) 176 Seiten. 

Preis 10,00 JtJC 

e) J. P. Steffensen, Interpolation. (Englisch.) (London 1927 bei Bailli6re, Tindall u. 

Cox.) 248 Seiten. Preis 36,80 JIJC 

f) C. Runge und B:. KiJnig, Numerisches Rechnen. (Berlin 1924 bei Springer.) 

371 Seiten. Preis 16,93 Ji^M 

e) H. ▼ Sanden, Praktische Analysis. (Leipzig 1928 bei Teubner.) 196 Seiten. 

* Preis 6,60 

h) Pr. A. Will era, Methoden der praktischen Analysis. (Leipzig 1928 bei Gruyter.) 

344 Seiten. Preis 21,60 JtJC 

i) E. T. Whittaker and G. Robinson, The calculus of observations. A treatise on 
numerical mathematics. (London 1924 bei Blackie and Son.) 396 Seiten, 

Preis 18,60 JfJC 

k) R. Radau, Pormules d’interpolation. (Paris 1891 bei Gantbier-Villars.) 96 Seiten. 

Preis 3,60 JtJC 

l) J. B. Scarborough, Numerical mathematical Analysis. (Baltimore 1939, Johns 

Hopkins Press.) 416 Seiten. Preis 23,00 JIM 

m) M. Lindow, Numerische Infinitesimalrechnung. (Berlin n. Bonn 1928 beiP. Diimmler.) 

176 Seiten. TreU lSfiO JIM 

n) K. Hayashi, Tafeln fdr die Differenzenrecbnung sowie . .. (Berlin 1988 bei Springer J 

66 Seiten. Pj^e« 

o') L M. Milne -Thomson, Calculus of finite Differences. (London 1988 bei Macmillan). 
668 Seiten. Preis 20,60 
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Hilfstafeln fSx den Eechner. 
Useful books for the computer. 


YII. Formelsammlungen. 

a) E. P. Adams, Smithsonian mathematical formulae ami tables ol elliptic fuiH'tions 
(Theta-Funktionen ). (Washing:ton 1922 Smith. Inst.) 314 Seit<*n. Revised ed.:l939. 
h) W. Laska, Sammiung von Formeln der reinen und anp;ewandten Mathematik. (Braun- 
schweig 1888 bis 1894 bei Vieweg. ) 1071 Seiten. 

c) E. Madelung, Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. (New York 1944 Dover 

Publications) 400 p. $3.50 

d) G. Petit-Bois, Tafeln unbestimmter Integrale. (Leipzig 1906 bei Teiibner.) 154 Seiten. 

. Vergriffen. 

e) B. 0. Peirce, A short table of integrals, 2 ed. (Boston 1910 bei (dun ) 151 Seiten 
Third ed. by W. F. Osgood, 1929, 156 p. 

f) J. Thomae, Sammlung von Formeln und Satzen aus dem Gebiete der elliptisclieji 

Funktionen. (Leipzig 1906 bei Teubner.) 44 Seiten. Yergriffen. 

g) G. Prevost, Tables des fonctions spb^riques. (Paris u. Bordeaux 1933 bei Gauthier- 

Yillars.) S. 136 — 167. (Grofies Format.) Preis 13 20 

h) H. B. Dwight, Tables of integrals and other mathematical data. (New York 1934 

bei Macmillan.) 222 Seiten. P, <^0 


YIII. Hilfsmittel znr harmonischen Analyse. 

a) C. Range und P. Emde, Rechnungaformular zur Zerlegung einer empirisch g-o- 
gebenen periodischen Funktion in Sinuswellen. (Braunschweig bei Yieweg.) 

Text 1,00 ^Ji (Formulare vergriffen.') 

b) L. Zipperer, Tafeln zur harmonischen Analyse. (Berlin 1922 bei Springer.) 

, Mappe 3,78 

c) P.Terebesi, Rechensohablonen fdr harmonische Analyse. (Berlin 1930 bei Springer.) 

In Mappe 16,20 

d) L. W. Poliak, Hechentafeln zur harmonischen Analyse. (Leipzig 1926 bei Barth) 

160 grofie Seiten. J 

e) L. W. Poliak, Handweiser zur harmonischen Analise, league 1928. 

IX. Interpolationstafeln. 

a) E. Chappell, Table of Coefficients ... (London 1929, Selbstverlag, 41 Westconabe 
Park Road, S. E. 3). 27 grofie Seiten. Fiir die Interpolation nach Gaufi, Beesel, 
Everett, a) 7 bis 10 Dezimalen, Schritt: 0,001; 6) genaue Werte (5 bis 16 Dezimalen), 
Schritt; 0.01. Preia 4 00 

h) A. J. Tho„p,„„ Table of the Coetheients of Kverett’s...; Traet.s for eotuputer. V. 

wii'itmi'vS';"!;’/''""' 

' * plj;, Q vol. I (BloominKton WM. IVint-inia 

Wr Wie'n ff "“'-h <;repory, Stirlins. Be-sM-l, Kverett nnd 

OOL V 2 Gregory, Everett. (.S. 101- 147.) 6 l,is .M Dezit.ialen, .Seht iit: 

d) L. j. Comrie, Interpolation and allied tables. (Sonderdruck aus Nautical Almsunac 
for 1937, Lond^ 1^36, H. M. Stationery Office). Fiir die Interpolation nach BesseL 
Everett, sowie mr Differentiation. 46 Seiten. 3 bis 10 Dezimalen. Preie 0,90 

e) L. J L omri e. Interpolation tables (Sonderdruck aus Nautical Almanac for 19 B 1 

die Untertafelung (tJnterteilung in 5 Oder 
10 Teile) nach dem Endziffer-Yerfahren. 36 Seiten. Preis 0,90 jPijK 


Verzeichnis von Tafeln der elementaren Transzendenten. 
Index of tables of the elementary transcendentals. 
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Verzoiolmis von Tafeln dor elementarea Trans zendonton. 

I. Kreisfunktionen von Winkeln mit Dezimalteilnng des Grades. 

a) C. Bremiker, Log.-trig. Tafeln mit fflnf Dezimalstellen. (Berlin 1906, "Weidmann- 

sche Buchhandlung.) 191 Seiten. Natfirliche Werte der Kreiafunktionen mit vier 
Dezimalen. Winkei urn 0,1 Grad fortsohreitend. Preis 2,10 JIJC 

b) A. Schalke, Vierst. Log.-Tafel. (Leipzig 1932, Teubner.) 40 Seiten. Wie bei a). 

\ DU T j. u • Preis 1,80 ^JC 

c) Ph. LOtzbeyer, Vierst. Tafeln zum logarithmischen u. naturlicben Kecbnen. (Leip- 
zig 1930, Teubner.) 44 Seiten. Wie bei a). . Preis 2,00 JIM 

d) Siebe nnter III, i). — Wie bei a). 

e) O. Lobse, Tafebi fflr numerisches Recbnen mit Mascbinen. (2. Anfl., Leipzig 1936 

bei Engelmann.) 113 Seiten. Kreiafunktionen mit ffl n i Dezimalen. Winkei urn 0 01 Grad 
fortschreitend. g’ 00 jiM 

Werte der trigon. Fiinktionen. (Berlin 1918, Goerz, Teubner.) 
384 beiten. Winkei urn 0,001 Grad fortschreitend. English edition. New York Van Nos- 
trand, 1912. 

g) J. Peters, Kreis- und Evolventenfunktionen. (Bonn 1937 bei Bammler.) 217 Seiten. 
Seeks Dezimalen. Winkei um 0,01 Grad fortschreitend. Preis 20,00 JiJC 


II. Kreisfunktionen von Winkeln in Dezimalen des Rechten. 

Exponentialfunktion en und Hyperbelfunktionen von 7 tx. 

a) H. Gravel in 8, Piinfstell. log.-trig. Tafeln. (Berlin-Leipzig 1886 bei Georg Reimer.) 

203 Seiten. Kreisfunktionen mit vier Dezimalen. Winkei um 0,001 Rechten fort- 
Bchreitend. Vergriffen. 

b) F. G. GauB, FQnfst. log. -trig. Tafeln fiir Dezimalteilnng des Quadranten. (Stutt- 
gart 1926 bei Wittwer.) 140 Seiten. Wie bei a). Preis 6,86 MJC 

c) J. Ho del, Recueil de formules et de tables num^riques. (Paris 1901 bei Gauthier- 

Villars.) LXXI + 64 Seiten. Wie bei a). Preis 1,80 

d) P. Balzer und H. Dettwiler, Fiinfst. natiirliche Werte der Kreisfunkt. (Stutt- 
gart 1919 bei Wittwer.) 100 Seiten. Winkei um 0,0001 Rechten fortschreitend, 

Preis 3,60 SiJC 

e) G. Steinbrenner, Fiinfst. trig. Tafeln neuer Tig. zum Masch.-Rechnen. (Braun- 
schweig *1914 bei Grimme, Natalia u. Co.) 174 Seiten. Wie bei d). 

Preis 10,00 :HJt 

f) J. Peters, Seehsst. tiig Tafel fiir iieue Teilun^^. (Berlin 1930 bei Wichmann.) 170 
Seiten. Gibt aueh sec und cosec. Winkei um 0,0001. Rechten fortschreitend. Second ed., 


g) J. Ph. Hobert u. L. Ideler, Nouvelles tables trigonom^triques. (Berlml799- Librairie 

de Pficole R^elle.) 361 Seiten. Funktionswerte mit 7 Dezimalen. Winkei von 
0,00000 bis 0,03000 in Schritten von 0,00001, von 0,0300 bis -0, 5000 in Sebritten 
von 0,0001. Vergriffen. 

h) Roussilhe und Brandicourt, Tables k 8 d6cimales des valours naturelles des 
sinus, cosinus et tangentes. (Paris 1925 bei Dorel.) 139 Seiten. Wie bei d). 

Vergriffen. 
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VerzeichniB von Tafeln der elementaren Transzendenten. 
Index of tables df the elementary tranacendentals. 


i)Brit. Ass. Adv. Sc. Math. Tables, vol. I.-. (London 1931.) 72 Seiten. ©inyex, (SoJjrx 
mit 16 Dezimalen fiir x = 0,0001 . . . 0^0100, Schritt 0,0001; 16 ... 16 Stellen fur x=sz 
0,01 . . . 4,00, Schritt 0,01 ; 16 Dezimalen fiir x = 0,1 . . . 10,0, Schritt 0,1 (bis 20 Stellen). 

Preis 8^80 

k)K. Hayashi, Tafeln fiir die Differenzenrechnung. (Berlin 1933 bei Springer.) 66 Seiten. 
Qjtx Sof 5 rx 7- bis 8 stellig fur x == 0,01 . . . 10,00, Schritt 0,01. 

’ Preis 12,00 


III. Hyperbelfunktionen and Exponentialfunktion einer reellen 
Veranderlichen und Kreisfunktionen von Winkeln im BogenmaB. 

a) W. Ligotraki, Tafeln der Hyperbel- und Kreisfunktionen. (Berlin 1890 bei Ernst 

u. Kom.) 104 Seiten. Gibt Sin, Ko{, %Q, sin, cos von x = 0,00 bis 2,00 nait Bechs 
Dezimalen und @iit, ©of von x=i2,00 bis 8,00 sechs- bis achtstellig in Schritten 
von 0,01. Preis 6,00 

b) C. Bnrrau, Tafeln der Funktionen Cosinus und Sinus mit den natiirlichen aowohl 

reellen als rein imaginaren Zahlen als Argument. (Berlin-Leipzig 1907 bei W.deGruyter.) 
63 Seiten. Gibt sin und cos von x = 0 bis 1,609 und (Eof und ©in von x =: 0 bis 8,009 in 
Schritten von 0,001. Preis 4,00 

c) C. F. Becker und C. E. van Orstrand, Hyperbolic functions. (Washington 1909, 

Smithsonian Institution.) 321 Seiten. Enthalt zahlreiche Tafeln in Schritten von 
0,0001 nnd 0,001 (natQrliche Zahlen und Logarithmen). Preis 16,80 JiJl 


d) K, Hayashi, Piinfst. Tafeln der Kreis- nnd Hyperbelfunktionen, sowie der 
Funktionen e* und (Berlin nnd Leipzig 1928 bei Gruyter.) 182 Seiten. Wie bei c 

(ohne Logarithmen). preis 9,00 MJC 


e) D. Meyer und A. Deckeit, Tafeln der Hyperbelfunktionen. (Wittenberg 1924 

bei Ziemsen.) 78 Seiten. Gibt ©in, ©of, %% von x « 0 bis 3,009 und sin, cos, tg in 
Schritten von 0,001, dazu die Logarithmen. Preis 3,60 

f) K. Hayashi, Sieben- und mehrstellige Tafeln der KreiB- und Hyperbelfunktionen 

und deren Produkte sowie der Gammafunktion. (Berlin 1926 bei Springer.) 
283 Seiten. Preia 43,20 

g) K. Hayashi, Funfstellige Funktiooentafel. (Berlin 1930 bei Springer.) 176 Seiten. 

Gibt die Kreis-, Exponential- und Hyperbelfunktionen, sowie ihre Umkehrungen 
fiir X = 0,00 bis 10,00 in Schritten von 0,01. Preis 27,00 MJt 

h) Hutte, des Ingenieurs Taschenbuch, 26. Aufl.. Bd. I (Berlin 1931 bei Ernst a. Sohn.) 

1199 Seiten. Fnnktionswerte mit 6 Dezimalen fflr x « 0,00 bis 1,60 in Schritten von 
0,01 und fur x = 1,6 bis 6,0 in Schritten von 0,1. Preis 16,60 MJl 


i) L. M. Milne-1 homson und L. J. Comrie, Standard four-Hgurc niatlu‘nuiti<’al tables. 
(London 1931 bei Macmillan.) 245 Seiten. Kreisfunktionen fiir x = (),()()()0 bis (),04()0 in 
Schritten von 0,0001. Kreis-, Hyperbel- und Exponentialfunktioncn fiir x = 0.000 bih 
1,570 in Schritten von 0,001. Pieis 8,40 KM 


Tables, vol. I. (London 1931.) 72 Seiten, sinx, coax mit 
sLritt ToolT ^ ~ Schritt 0,1 ; 11 Dezimalen ftir x = 0,001 . . . 1,600, 

* Preis 8,80 


1) J. W. Campbell, Numerical Tables of hyperbolic and other fundions. ( Bo.'^ton 1929 
bei Houghton Mifflin.) 76 Seiten, Vierstellig. Schritt 0,001 und 0,01. Preis 4,50 RM 


Verzeichnis von Tafeln der olementaren Transzendenten. 
Index of tables of the elementary transcendentals. 
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IV. Kreis- nnd Hyperbelfunktionen einer komplexen 
V eranderlichen, 

a) A. E. Kennelly, Tables of complex hyperbolic and circular functions. (Cam- 
bridge 1914, Harvard University Press.) 212 Seiten, dazu ein grofier Atlas. Enth'dlt 

% 

viele Tafeln, z. B. Sin und ©of von 2 ~ 0 bis 3,95 +• i ^ 2,00 in Schritten von 
0,05 und i ^ 0,05. Preis 15,60 u. 20,00 :HJC 

b) L. Cohen, Formulae and tables for the calculation of alternating current problems. 

(New York 1913 bei McGraw-Hill.) 282 Seiten. Euthalt am SchluB die von 
W, E. Miller bercchnete Tafel des Sin und ©of von z = 0 bis 0,98 4- i 1,00 in 
Schritten von 0,02 und i 0,02. Preis 14,60 ^Jl 

(•) U. Meyer, Huehtlinientafeln des Hyperheltanfjens einer komplexen Veianderlichen. 

(Or^?anisation, Verlap:sges. m. b. H., S, Hirzel, Berlin, 1921.) Vergriffen. 

d) R. H aw elk a, Vierstellige Tafeln der Kreis- und Hyperhilfunktionen sowie ihrer 

Umkehrfunktionen im Komplexen in Schritten von ^ 0,02 und i 0,02. Gebrauchs- 

anweisung deutach, englisch, franzOsisch. (Elektrotechnischer Yerein in Berlin, 1931.) 
109 Seiten. Preis 7,50 JIM 


Die Unterteilung des Grades in Minuten 
und Sek unden beim Rechnen mit Kreis- 
funktionen isfc nur beim Gebrauch von 
so geteilten Theodoliten gerechtfertigt, 
sonst aber eine nutzlose Unbequemlicb- 
keit fdr den Obergang zu den entsprechen- 
den pbyeikalischen GrOBen. W elche Haupt- 
einheit man wiiblt (ob den Radianten 
Oder den 90. oder den 100. Teil des rechten 
Winkels), ist nebenstlchlich. Die Unter- 
teilung der Haupteinbeit sollte jedenfalls 
dezimal sein. Wean man oft zu nicbt 
spitzen Winkeln xibergeben muB, ist die 
dezimale Teilung des rechten Winkels 
(„neue Teilung‘*) am bequemsten, das 
BogenmaB (Winkeleinbeit der Radiant) 
am unbequematen. 


For computation with circular functions 
the subdivision of the degree into minutes 
and seconds is only justified when using 
theodolites divided in this manner; in 
other cases it is a useless inconvenience 
in the calculation of the corresponding 
physical magnitudes. What principal 
unit we choose (whether the radian or the 
90 th or the 100 th part of the right-angle) 
is a secondary matter. At all events the 
subdivision of the main unit should be 
decimal. If one often has to use other 
than acute angles, the decimal division of 
the right angle is the most convenient, and 
circular measure (the radian unit) the moat 
inconvenient. 


Siebe auch den Entwurf 46: „Winkeleinheiten und Winkelteilungen“ des Ausschusses 
ftir Einbeiten und PormelgrOfien (AEFy in der Elektrotechn. Zeitschr. 1932, S. 863, und 
1937, S. 286. 
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In the following list the abbreviation NYMTP stands for Mathematical Tables 
Project. New York, and all of its volumes, except those published by the Col- 
umbia University Press, may be purchased from the National Bureau of Stand- 
ards, 'W ashington, D. C. BAASMTC refers to the Mathematical Tables Committee 
of the British Association for the Advancement of Science. D = decimal places; 

S = significant figures. 

NYMTP, Table of the first Ten Powers of Integers from 1 to 1,000, Washington, D. C., 1^39, 

80 p. Out of print. 

BAASMTC, Table of Powers giving Integral Powers of Integers, initiated hy J. I- 

Glaisher, extended liy W. C. Bickley, C. E. Gwy’iher, J. (-. I. Miller, and J. 

Termouth, Cambridge, University Press, 1940, xii, 132 p. 

NYMTP, Table of Reciprocals of the Integers from 100 000 through 200 009, New Vork, 
Columbia Univ. Press, 1943, viii, 201 p. 

Barlow's Tables of Squares, Cubes, Square Roots, Cube Roots, and Reeiproryls t>f all 
Integer Numbers up to 12,500, edited by L. .1. Comrie, fourth ed., London, Spon, 1941, 
xii, 258 p. 

NYMTP, Tables of Natural Logarithms, 4 v., Washington, D. C., 1941-1942, xviii, SOI p. 

+ xviii, 501 p. + xviii, 501 p. + xxii, 506 p., x— [1 (1 ) 100 000, 0(. 0001 ) 10; 16D I - Also 
12{1 )i6; 40DI, 

NYMTP, Tables of the Exponential Function e^, Washington, D.*C., 1939, xviii, 535 p., 
^1=1— 2.5 (.0001)1; 18D), [l.f.OOOl )2.5(.001 )5; 15DI, (5(.01)l(); 12DI all aseeiicling; 

1 0(. 0001) 2.5; 18D1 descending; 1 0(. 000001). 000 1 ; IBDl and 11(1)100; 191) I a.sc<^ri<iing 
and descending!. 

NYMTP, Table of Arc Tan x, Washington, D. C., 1942, xxvi, 169 p., x=l()(.001 )7(.0t ) SOf.l ) 
300(1)2000(10)10 000; 12Dj. 

J. Peters, Sechsstellige Werte d. trig, Funktionen von Tausendstel zu Tausendstel dejf JVeu* 
grades. Berlin, Wichmann, 1938, 520 p. Second ed., 1939. Third ed. with corrections, 1940. 
All 6 trig, functions. 

j. Peters, Siebenstellige Logarithm entaf el. /: Logarithnien der Zahlen, Antilogari i hrnen^ 
Additions- und Subtractionslogarithmen nehst einem Anhang mit Formeln unti Kon- 
Stan ten. II: Logarithnien d. trig. Funktionen /. fede zehnte Sekunde des Neugrati*4*’S, log 
sin and log tg. von 0^.0000 bis ,3‘''.0000, sowie log cos and log ctg von 97«.0(M)O bis 
100«.000(X/ar fede Sekunde (P‘'=:0>^.001 ) des Neugrades. Berlin, Landesaufnahme, 1940, 
vii. 493 p. 4- vi, 666 p. 

H. Brandenburg, Siebenstellige trigon. Tafel alter Kreisteilung fur Berechnungen rrtit der 
Rechenmaschine, 2. verb. u. erw. Aufl., Leipzig, Lorentz, 1931, xxviii, 340 p. For niii, tan, 
<‘ot, cos, 

H. Brandenburg, Sechsstellige trigon. Tafel alter Kreisteilung fur Berechnungen rritt der 
Rechenmaschine, Leipzig, Lorentz, 1932, xxii, 304 p. Reprinted, Ann Arbor, |Vli<'h., 
Edwards Bros., 1945. 

J. Bauschinger and J. Peters, Logarithmic-Trigonometrical Tables with eight Decimai places 
containing the Logarithms of all Numbers from 1 to 200 000 and the Logarithm. s the 

Trigonometrical Functions for Every Sexage.\inml Second of the Quadrant, 1. Lof;:€i.rithms 
of all Numbers from 1 to 200 000; II: Trigonom. Functions. 2 v., Leipzig, tiiann, 

1910-11. Second ed. 1936, xx, 368 p. 4- ii, 952 p. 

J. Peters, Achtst. Tafel d. trig. Funktionen fur jede Sexagesimal Sekunde des QaeicLrantcn. 
Berlin, Landesaufuahme, 1939. xii, 901 p. English edition: Eight-place Table' <»/ Trigo- 
nometric Functions for every sexagesimal second of the Quadrant. Ann Arbor, Mich., 
Edwards Bros., 1943. For sin, tan, cot, cos. 
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U. S. Coast and Geodeth. Survey, Natural Sines and Cosines to Eight Decimal Places 
Washirifiton, D. 1942. 541 p. ’ 

E. Bih.kingham, Manual of Gear Design. Section one: Eight Place Tables of Angular 
Functions in Degrees and Hundredths of a Degree . . . New York, Machinery, 1935. 
p. 7-97. For sin, cos, tan, cot. 

NYMTF, Tables of Circular and Hyperbolic Tangents and Cotangents for Radian Arguments, 
New York, Columbia Univ. Press, 1943, xxxvii, 410 p. 8S, and 8-13 D. 

NYMTP, Tables of Circular and Hyperbolic Sines and Cosines for Radian Arguments 1940 
xviii, 405 p. 9D. 

NYMTP, Table of Sines and Cosines for Radian Argument, 1940, 275 p. 8-15 D. 

J. Peters, Zehnstellige Logarithmentafel. /: Logarithmen d. Zahlen von 1 bis 100 000, nebst 
einen Anhang math. Tafeln von J. Peters, J. Stein, G. Witt. II: Logarithmen der trigon. 
Funktionen von 0° his 90° jdr jedes Tausendstel des Grades. Berlin, Landesaufnahme, 
1922, 1919. xvi, 608, xxviii, 195 p. + viii, 901 p. For sin, tan, cot, cos. Hilfstafeln zur 
Zehnstellige Logarithmentafel, Berlin, 1919, 71 p. 

H. Andoyer, Nouvelles Tables Trigonometriques Fondamentales (valeurs naturelles), 3 v. 
Paris, Hermann, 1915-18. xviii, 341 p. + 275 p. -f 367 p. The 6 trigon. functions, for 
each 10" of the quadrant to 15D. (Logarithmes), Paris, 1911, xxxii, 603 p. For sin, cos, 
tan, cot, each 10", to 150. 

J. Peters, Einundzwanzigstellige Werte der Funktionen Sinus und Cosfnus . . ., Berlin, 
Abhandlungen, Akad. d. Wissen, 1911. 54 p. 

F. Emde, Tables of Elementary Functions, Leipzig and Berlin, Teubner, 1940, xii, 181 p. 
Reprint, .\nn Arbor, Mich., Edwards Bros., 1945. 

NYMTP, Table of Sine and Cosine Integrals for Arguments from 10 to 100. Washington, D. C., 
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NYMTP, Tables of Sine, Cosine and Exponential Integrals, 2 v., Washington, D. C., 1940. 
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D. Bierens de Hahn, Nouvelles Tables dUntegrales Definies, edition of 1867 corrected with 

English transl. of the Preface. New York, Stechert, 1939. xiv, 716 p. 
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NYMTP, Tables of Probability Functions, 2 v., Washington, D. C., 1941-1942, xxxviii, 302 p. 
-4- xxii, 344 p. 15D, and 7-8S. 

BAASMTC, The Probability Integral, by W. F. Sheppard, Cambridge, University Press, 1939. 
xii, 34 p. 

E. C. D. Molina, Poissords Exponential Binomial Limit. Table I, Individual Terms; Table II, 

Cumulated Terms, New York, Van Nostrand, 1942, viii, 46 ii, 47 p. 

NYMTP, Tables of Lagrangian Interpolation Coefficients, New York, Columbia Univ. Press, 
1944. xxxii, 390 p. 

C. Heitman, “Tables of (omplete elliptic integrals,” J. Math. Phys., v. 20, 1941, p. 127-206. A 
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reprints. 
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General index, 


(Please note: All references in this General Index will be found only 
in previous section, and do not apply to material in the Addenda.) 

The obliquely printed page numbers refer to the tables. 


After effect function 38, 39 \ 

Amplitude, Jacobian 90 

Bernoulli’s numbers 27^2 
Bessel functions 126 — 268 

of large order 168 

of the ist kind 128, 162^179, 

224—235, 244—251, 258, 260—267 

of the 2 lid kind 131, 189- -199 

of the 3 rd kind 133, 236—243, 

250—259, 262, 265—268 

Catalan’s constant 80 
ce X 238 
Ci(a:) 2, 6 
Clothoid 38 
cn u 92 

Coils, inductance of 86, 88 
(\mstant8, often used 296 
Cornu’s spiral 36 
Cosine integral 1, 6 
Cylinder, parabolic 32 

Debye’s series 139 
dn u 92 

Doubly -periodic functions 92 
2 , 6 

E(h,(p) 54, 68—72 
Elliptic functions 90 

— integrals 62 

^ application 86, 88 

, complete 73, 78—85 

incomplete 62, 62 — 67 

— modular function 43 
Equianharmonio case of elliptic functions 

100 , 102 

Error integral 23, 24 

derivatives 24, 26 — 31 

Euler’s constant C 2, 10, 18, 19, 130 

Exponential integral 2, 6 

Factorial function 9, 14 

— incomplete 22 

logarithmic derivative 18, 17 

— — , reciprocal 15 — 17 


F(k,<p) 5-2, 62 — 67 
Fresnel’s integrals 35, 34, 35 

Gamma-function 9, see also factorial function 

Hanker 8 series 137 

Hankel function 133 , 230 — 243, 250 — 259, 
262, 266 

Bermite’s polynomials 32 

133, 236—243, 250—259, 262, 266 

Jacobian amplitude 90 

— elliptic functions 90 

— Zeta-f unction 98 

Index of tables of the elementary trans 
cendentals 299 
Inductance of coils 86, 88 
Integrals, elliptic 52 
— , Fresnel’s 36 

see Bessel functions of the 1 st kind 

Aj,{x) 128, 180—189 
Legendre function 107 

, associated 110 

, normalized 112, 115, 116 

, of the 1 st kind 107, 119 

, of the 2 Jid kind 109 

Legendre’s standard form of the elliptic 
integrals 62, 61 — 72 
li(a:) 3 

Logarithmic integral 1 

Lommel- Weber function 110, 212 — 217 

M{a, y, X) 275 

Mascheroni’s constant C 2, 10, 18, 19, 130 
Mathieu functions 283 
Modular function 43 

Neumann function 131, 189 — 199 
Nicholson’s formulae 141 
Ny,(x) 131, 189—199 

ii^ix) 210, 212—217 

Parabolic cylinder, function of the 32 
Jl-function, see factorial function 
FJx) 107, 119 
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110 

Poisson’s integral representation of Bessel 
functions 150 
^-function 18» 16 1 17 

Qni^) 109 

«(*) 111 

Riemann Zeta-function 269, 273 
Roots of equations 'with Bessel functions 
204—208 

Se ic 283 
Sici spiral 4 
6{u) 100, 102 

211 , 21S--22B 
Sine integral 1, 6 
Si(ir) 1, 6 

Skin effect 260, 266 
sn u 92 


Sommerfeld’s integral representation of 
Bessel functions 142 
Spherical Harmonics 107 
Spiral, Cornu’s 36, 37 
— , Sici 4 

Struve function 211, 21S — 223 

Theta-functions 41, 45 
logarithmic derivative 42, 45 

Useful bpoks for the computer 296 

Wagner, after effect function 38, 39 
Watson’s formulae 142 
Weierstrassian functions 98, 102 

Zeta-function, Jacobian 98 

, Riemann 269, 273 

, Weierstrassian 100, 102 


!• Potenzeutafel. 
I. Table of powers. 


In (lieser hat z. B. 3405 |n cue Be- 1 E. g. in this table 3405 n signifies 
dentung 3,405 • 10”, Die Zahl n ist ! 3,405 • 10”. The integer n is there- 
also die Kennziffer des gemeinen Log- . fore the characteristic of the eomnion 
arithmus. | logarithm. 

Beispieie fiir den Geln'aueh der Tafel I For examples of the use of the table 
auf S. S. ! see p. 8. 



J. Potenze&tafel. 

I, Table of powers. 


-1 12600 
13265 
14061 
14888 
16746 
16638 






















19531 -3 
2334 
2780 
3300 
3904 
4605 

5416 
6351 
7428 
8663 
0078 -2 


8459 ‘ 
95151 
10687 - 
11985 . 
13422 

15009 ' 
16762 i 
18694 
2082 
2316 


15683 

18228 

2114 

2446 

2825 

3255 
3744 
4298 
4924 i 
5631 : 

6429' 

mi , 

8336! 

9468' 

10737,- 

12158 I 
13745 
15516 ' 
17490 i 
19687 I 


-4 4883 -4 
-3 6071 
7517 
9269 
11385 -311 6148 
13931 7662 

II 9612 

1762 
4492 
17792 
J 2177 

4351 

6204 

6205 3909 

-2 7379 4722 

8751 6688 

10351 -2 6832 

12213 8183 


-4 12207 - 
16791 
2033 
2604 
3320 
4214 

6327 
“3 6705 
8406 
10497 
13061 


-4 6104 
8053 
10569 
13799 
17927 
2318 

2983 
3822 
4876 
-3 6193 
7836 


-5 3062 “-5 
4107 
-4 5496 
7314 
9681 

12748 -4 


6025 
-3 7689 
9775 

12379 -3 
15621 


16410 
19408 
2290 
2696 

4224 3168 j 

4886 
5642 
6602 
7480 
”1 8690 

9848 II 79771 
11271 -1 9242 1 

10689 : 
12341 1 
14224 


4509 
6482 
6647 
-2 8036 

9689 

11651 

» 13974 
16718 
19953 
2376 


“■2 8272 
10061! 
12205 
14765 
17818 


5873 
-2 72441 
8909 

10926 -2 
13363 


5233 
6214 
7364 
-1 8708 
10277 


4239 

5096 

6112 

7315 ! 

-1 8735 

10411 -1 
12382 i 
14697 1 
17412 I 
2059 


10000 ' 0 10000 ' 


63821 
7163 > 
8007, 
8953, 
0 10000 ' 


6127 
6938 
7847 
8864 
0 10000 


5647 
6528 
7536 
8687 
0 30000 


6421 
6333 * 
7386 : 
8601 
10000 











I. Poteuzentafel. 

I. Table of powere. 


L02 10404 
1,04 10816 
1,06 11236 
1,08 11664 
1,10 12100 

1,12 12544 
1,14 12996 
1,16 13456 
1,18 13924 
1,20 14400 

1,22 14884 
1,24 15376 
1,26 15876 
L28 16384 
1,30 16900 

1,32 17424 
1,34 17956 
1,36 18496 
1,38 19044 
1,40 19600 


11041 0 

12167 

13382 

14693 

16105 


8114 
8662 
9239 
9847 
0486 1 



9217 
0396 1 

1703 
3163 
4768 


7660 

8402 

9207 

10078 2 

11020 







i. Potenzentafel. 

I. Table of powers. 


0 12190 
14802 
17908 
2159 
2694 


0 12434 
15395 
18983 
2332 
2853 


7305 
8594 
10086 
11806 
1 13786 


8912 
10657 
1 12708 
15112 
17922 


n 10872 
13215 
16012 
19343 


12936 

16651 

2133 

2720 

3462 


0 13195 
17317 

2261 

2937 

3797 

4887 

6261 

7988 

10147 

1 12839 


0 13459 0 

18009 

2397 

3172 

4177 

5474 

7138 

9266 

1 11974 1 

15407 


10006 
11554 
13316 
15319 
2 17592 



13653 
2 16484 
19996 
2419 
2919 


7685; 

8582, 

9571 

10661 

1859 


12449 
14075 
15888 
i 17910 
2016 


6436 

80641 

10071 

12537 

2 15557 

19245 

2374 

2919 

3580 

4379 

5341 

6498 

7886 

9547 

11529 

13891 

3 16698 

2003 

2397 

2862 


3988 7267 

4448 8185 

495G 9218 

5515 10369 3 

6131 11649 

6808 13071 

7551 14649 

8367 16399 

9261 18337 

10240 3 2048 1 



11531 
13401 
15548 
3 18008 
2082 


3 19833 
2332 
2736 
3205 
3748 



1. PotenzenUfal. 

I. Table of powers. 



1 7422 

8677 
9877 
11338 
12976 


1 16216 
18011 
2124 
2 2494 
2919 


3119 2 

3782 

4566 

5488 

6568 

7831 

9301 

11008 3 

12982 


259 


2466 
2751 
3077 
3 3436 
3830 

4262 

4736 

6262 

5817 

6434 



11688 
1 
8 
7 
6 



















I. Potenxeatafel. 

I. T»ble of powers. 






X 

13108 

3 

16680 


2110 


2666 


3325 


4143 


6137 


6340 


7792 


9637 


11626 

4 

14117 


17079 


2069 


2474 


2962 


3635 


4207 


4991 


6906 


6966 


8196 


9618 


11268 

6 

13147 


16316 

I 

17801 


2064 


2389 


2769 


3179 


3656 


4197 


4809 


6499 


6276 


7166 


8140 


9246 



4 2316 
3244 
4610 
6222 
8622 

11693 
16666 
2104 
6 2808 
3726 


4 4746 
6812 
oDoO 

13688 



12634 
16773 
2232 
6 2864 



18206 
I 2333 
6 2976 
3780 
4783 




18163 
2242 
2769 
3384 
7 4140 



17924 
2211 
2719 
3334 
8 4078 






18832 

2261 

2684 

3194 
. 3783 
8 4494 
I 6316 
6273 

7389 
8687 
10194 
11941 
13963 






















B 

0? 

X 

B1 

X* 


x’ 


i 

i 4,55 

2070 

1 

9420 1 

4286 ' 2 

19501 ! 3 

8873 3 

4037 4 

1 

18369 6 

4,60 

2116 


9734 ; 

4477 

2060 “ 

94741 

4358 

2005 

4,65 

2162 


10054 2 

4675 

2174 

10109 4 

4701 

2186 ! 

4,70 

2209 


10382 

4880 

2293 i 

10779 ! 

5066 

2381 

4,75 

2256 


107171 

1 

5091 1 

2418 ; 

11486 

5456 

2591 

4,80 

2304 


11059 1 

5308 ' 

2548 

12231 ! 

5871 

2818 

4,85 

2352 s 


11408 

5533 

2684 i 

13015 ' 

6312 

3061 ' 

4,90 

2401 


11765 , 

5765 

2825 : 

13841 1 

6782 

3323 

4,95 

2460 i 


12129 

6004 

2972 ' 

14711 ; 

72821 

3604 



125001 

1 

6250 1 

i 

3125 1 

15625 

1 

7813 ' 

3906 

1 


X 

^0,05 






•x®-’® 

X®'" 

^0,45 

a;®, so 

0,5 

0,9659 

0,9330 

0,9013 

0,8706 

0,8409 

0,8123 

0,7846 

0,7579 

0,7320 

0,7071 

0,6 

0,9748 

0,9502 

0,9262 

0,9029 

0,8801 

0,8579 

0,8363 

0,8152 

0,7946 

0,7746 

0,7 

0,9823 

0,9650 

0,9497 

0,9312 

0,9147 

0,8985 

0,8826 

0,8670 

0,8517 

0,8367 

0,8 

0,9889 

0,9779 

0,9673 

0,9551 

0,9457 

0,9353 

0,9249 

0,9146 

0,9045 

0,8944 

0,9 

0,9948 

0,9895 

0,9843 

0,9792 

0,9740 

0,9689 

0,9638 

0,9587 

0,9537 

0,9487 

1,0 


1,0000 

1,0000 

1,0000 

1,0000 

1,0000 

1,0000 

1,0000 

1,0000 

1,0000 

1,2 


1,0184 

1,0277 

1,0371 

1,0466 

1,0562 

1,0659 

1,0756 

1,0855 

1,0954 

1,4 

1,0170 

1,0342 

1,0518 

1,0696 

1,0878 

1,1062 

1,1250 

1,1441 

1,1635 

1,1832 

1,6 


1,0481 

1,0730 

1,0986 

1,1247 

1,1514 

1,1788 

1,2068 

1,2355 

1,2649 

1,8 


1,0605 

1,0922 

1,1247 

1,1583 

1,1928 

1,2284 

1,2650 

1,3028 

1,3416 

! 2,0 

1,0353 

1,0718 

1,1096 

1,1487 

1,1892 

1,2311 

1,2746 

1,3195 

1,3660 

1,4142 

, 2,2 

mmim 

1,0820 

1,1255 

1,1708 

1,2179 

1,2688 

1,3178 

1,3708 

1,4259 

1,4832 


1,0447 

1,0915 

1,1403 

1,1914 

1,2447 

1,3004 

1,3586 

1,4193 

1,4828 

1,5492 

2,6 

1,0489 

1,1003 

1,1541 

1,2106 

1,2698 

1,3320 

1,3971 

1,4655 

1,5372 

1,6125 

2,8 

1,0528 

1,1084 

1,1670 

1,2287 

1,2936 

1,3619 

1,4339 

1,5096 

1,5894 

1,6733 

3,0 

1,0565 

1,1161 

1,1791 

1,2457 

1,3161 

1,3904 

1,4689 

1,5518 

1,6395 

1,7321 


1,0646 

1,1335 

1,2067 

1,2847 

1,3678 

1,4562 

1,5503 

1,6505 

1,7572 

1,8708 

4,0 

1,0718 

1,1487 

1,2311 

1,3195 

1,4142 

1,5157 

1,6245 

1,7411 

1,8661 

2,000 


1,0781 

1,1623 

1,2531 

1,3510 

1,4565 

1,5702 

1,6929 

1,8251 

1,9676 

2,121 

|g| 

1,0838 

1,1746 

1,2731 

1,3797 

1,4953 

1,6207 

1,7565 

1,9037 

2,063 

2,236 

iBIil 

1,1220 

1,2589 

1,4125 

1,5849 

1,7783 

1,9954 

2,239 

2,512 

2,818 

3,162 

0,1 

0,8913 

0,7943 

0,7080 

0,6310 

0,5623 

0,5012 

0,4467 

0,3981 

0,3548 

0,3162 


B e i s p i e I 0 7 , u r 
Examples of the use 

a) 8,125‘" = (10 • 0,8125)'“ = 10'“ (7.977 + 0,316 - 0,017) ■ 10' ' 

- 10 «- 8,276 = 10 " - 0 , 8276 . 

b) 8,125'''““= (10 • 0,8125)“-’‘= 5,623 ■ (0,8459 + 0,0098) = 5.623 ■ 0.8557 
= 4.812. 

c) lOo.’5« = 5,623 + 0.059 - 0,003 = d,679. 

















I. Potenzenlafel. 

I. Table of powers. 


8358 

9222 

10164 

11191 

12310 

13526 
14848 i 
16284 1 
17842 I 
19631 1 
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IL Kehrwerte komplexer Zahlen. 
II. Reciprocals of complex numbers. 


II. Hilfstafeln fiir das Rechnen mit komplexen Zahlen. 

II. Auxiliary tables for computation with complex numbers. 

DiefolgeadenPormelnbleibenrichtig, The following formulae remain tme 
wenn man in ihnen i beiderseits durch on replacing i by — f on both sides. 

—i ersetzt. 


1. Kebrwerte. 



1. Reciprocals. 

l + «® 

l^ix 

1 

V — IIL 

x + t 

0<b<o: 

b 

a’ 

j-a + ib a a 

0 < a < : 

a 

6’ 

1 _ = -1- _ i “ 

"f" * ^ ^ ^ 



r+T. 


U — IV, 


1 

£C4'* 


V — tu. 









14 


IL Quadratwurzeln aus komplexen ZaWen. 
11. Square roots of complex numbers. 


2. Quadratwurzeln. 
2. Square roots. 


vrr ire == i (w + 


-^x + i = ± {C+ ^ 


M®| 

Fi+x*-(-i 

V^l 

1 2 ’ 

IP] 

1 y i + + iC 

F*, 

1” 2 


Setzt man re = @in 2t, so wird: 

6ofe, v=^eint, 

h 

0 <h <a: 


Substituting x = sinb 2 1 == Sin 2 U 
we obtain: 

U = y^e, F=yo,5e“-' 

Ya + i& =» ± (uYa + ivYa) 

Y— a + ib — ± (®l/a +iu j/o) 


0<a<6: x—^> )/<{ + *& — i ( Z7 l/b + i F )/6 ) 

a + *^“i(F Y^ + iU Yb)- 



Fig. 5. |/l -j- ta: = + (ii + tt>), J/x + » = (?7 + * ^)- 




11. Quadratwurzeln aus komplexen Zahlen. 
II. Square roots of complex numbers. 



/ae+ i - U-f-i F "/-x + F + i U 


iB 


0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

d 

0,0 

0,7 

071 

107 

142 

178 

214 

250 

286 

323 

369 

396 

36 

0,7 

071 

036 

001 

•966 

*931 

*897 

*862 

*828 

*794 

*760 

36 

0,1 

0,7 

433 

470 

607 

646 

582 

620 

657 

695 

733 

771 

37 

0,6 

727 

693 

660 

627 

695 

662 

530 

497 

466 

434 

33 

0,2 

0,7 

810 

848 

886 

925 

964 

♦002 

♦041 

*080 

*119 

*168 

38 

0.6 

402 

371 

340 

309 

279 

248 

218 

188 

158 

129 

31 

03 

0,8 

198 

237 

276 

316 

365 

395 

435 

474 

614 

654" 

40 

0,6 

099 

070 

041 

013 

*984 

*966 

*928 

*900 

*873 

*846 

28 

0,4 

0,8 

694 

634 

674 

714 

764 

794 

834 

874 

914 

954 

40 

0,5 

818 

791 

766 

738 

712 

686 

660 

634 

609 

684 

26 

0,5 

0,8 

995 


"♦076" " 

♦115“ 

*166 

♦196 

♦236 

♦276 

♦317 

♦357 : 

1 ' 40 ■■ 

0,5 

659 

534 

610 

485 

461 

437 

414 

390 

367 

344 

1 24 

0,6 

0,9 

397 

438 ' 

“478 ' 

' 618 

6^ 

599 

639 

" ‘'679 ■ 

719 

759 

"“40 

0,6 

321 

298 

276 

253 

231 

209 

187 

166 

144 

123 

22 

0,7 

0,9 

800 

840“ 

880 

'920 

960 

♦000 

♦040“ 

♦080“ 

*120 

♦160 

"“40 

0,5 

102 

081 

061 

040 

020 

000 

*980 

*960 

*941 

*921 

20 

0,8 

1,0 

200' 

” 239 

2^"' 

319 

369 

398 

4^ 

477 

617 

666 

40 

0,4 

902 

883 

864 

845 

827 

809 

790 

772 

754 

737 

18 

0,9 

1,0 

596 

635 

674 

714 

763 

792 

831 

870 

909 

948 ' 

1 39 

0,4 

719 

701 

684 

667 

660 

633 

616 

600 

583 

667 

1 17 

X 


0 

1 

2 

3 

4 

1 6 

6 

7 

8 

9 

1 d i 












Eechtwi nklige und Polarkoordinaten. 
Kectangular and polar co-ordinates. 


1 4 = ® 4- i = 

tgfi=^x, m ==vT+^=. 1 4 aj tg|- — • 

° a cos ft, 

■j: a ih •=“ re*^. 

A. a, b gegeben; r, ^ gesucht; [ A. given a, b; to find r, (i: 


0 < 6 < a : X = 

b ^ 

r — 

• am, 

|p - /t 

a ’ 



Ip =» 180®— ^ 

0 < a < 6 : X => 

a 

T’ 

r — 

bm, 

p=. 90®T/t 

^ gegeben; a, b gesucht 


1 

B. given 

»•, p; to find a, 6 

0 < p < 45® : 

11 = 

P 

1 a 

b=il 

135«< p <180®: 

/i = 

180«- 

- p; } 

W TO 

45®<p<135‘>: 

/A » 

90® - 

-pi; a. 

r , r 

— — X, 0 =■ — 

Ml ' Ml 






II. Eechtwinklige und Polarkoordinaten. 
II. Hectangular and polar co-ordinates. 


1 -f « me'^ x ^ 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

6 

6 

B 

■I 

M 

H 

0,00 

LOOOO 000 

005 

020 

045 

080 

125 

180 

246 

320 

405 

45 


0, 0000° 

0573° 

1146° 

1719° 

2292° 

2865° 

3438° 

4011° 

4684° 

6167° 

673 

1 

LOOO 0500 

0605 

0720 

0845 

0980 

1125 

1280 

1446 

1620 

1805 

145 


0, 6729° 

6302° 

6875° 

7448° 

8021° 

8594° 

9187° 

9740° 

*0312° 

•0886° 

673 

2 

LOOO 2000 

2205 

2420 

2645 

2880 

3124 

3379 

3644 

3919 

4204 

245 


1. 1468° 

2030° 

2603" 

3176° 

3748° 

4321“ 

4894° 

6466° 

6039° 

6611° 

673 

3 

LOOO 4499 

4804 

5119 

5444 

5778 

6123 

6478 

6843 

7217 

7602 

345 


1, 7184° 

7756° 

8328° 

8901° 

9473° 

♦0046° 

*0618° 

*1190° 

*1762° 

*2334° 

672 

4 

LOOO 7997 

8401 

8816 

9241 

9675 

*0120 

•0673 

*1037 

*1613 

*1998 

445 


2, 2906° 

3478° 

4050° 

4622° 

6194° 

6766° 

6337° 

6909° 

7481° 

8062° 

672 

5 

1.001 2492 

2997 

3511 

4035 

4569 

5114 

5668 

6232 

6806 

7390 

644 


2. 8624° 

9196° 

9767° 

*0338° 

*0910° 

*1481° 

*2062° 

*2623° 

*3194° 

*3766° 

671 

0 

LOOl 7984 

8588 

9202 

9825 

*0469 

*1103 

*1766 

*2420 

•3093 

*3777 

644 


3. 4336° 

4907° 

5478° 

6049° 

6619° 

7190° 

7760° 

8331° 

8901° 

9472° 

671 

7 

1.002 4470 

5173 

5886 

6610 

7343 

8086 

8839 

9601 

*0374 

*1166 

743 


4. 0042° 

0612° 

1182° 

1752° 

2322° 

2891° 

3461° 

4031° 

4600° 

5170° 

570 

0 

1.003 1948 

2751 

3564 

4386 

5218 

6060 

6912 

7774 

8645 

9627 

842 


4, 5739° 

6308° 

6878° 

7447° 

8016° 

8585° 

9153° 

9722° 

•0291° 

*0869° 

569 

9 

L004 0418 

1320 

2231 

3152 

4083 

5024 

6974 

6935 

7905 

8886 

941 


5, 1428° 

1996° 

2564° 

3132° 

3700° 

4268° 

4836° 

5404° 

5971° 

6539° 

568 

0,1 

LO 0499 

0603 

0717 

0841 

0975 

1119 

1272 

1435 

1607 

1789 

144 


6,711" 

6,277" 

6,843° 

7,407° 

7,970" 

8,531" 

9,090" 

9,648° 

10,204° 

10,768° 

561 

2 

LO 1980 

2181 

2391 

2611 

2840 

3078 

3325 

3581 

3846 

4120 

238 


10 XL 1310" 

1860" 

2407° 

2953° 

3496° 

4036" 

4574" 

5110° 

5642" 

6172" 

540 

3 

LO 4403 

4695 

4995 

5304 

5622 

5948 

6283 

6626 

6977 

7336 

326 


10 XL 6699" 

7223" 

7745" 

8263° 

8778° 

9290" 

9799° 

♦0305° 

*0807" 

♦1306" 

512 

4 

LO 7703 

8079 

8462 

8863 

9252 

9658 

♦0073 

♦0494 

*0923 

♦1360 

407 


10x2, 180r 

2294" 

2782° 

3268° 

3750" 

4228° 

4702" 

5174° 

6641° 

6105° 

478 

5 

LI 1803 

2254 

2712 

3177 

3649 

4127 

4613 

5105 

6603 

6108 

478 


10x2, 6565" 

7022" 

7474° 

7924° 

8369" 

8811" 

9249° 

9683" 

*0114° 

♦0641° 

442 

6 

LI 6619 

7137 

7661 

8190 

8727 

9269 

9817 

♦0371 

*0930 

♦1495 

542 


10x3, 0964" 

1383" 

1799° 

2211° 

2619° 

3024° 

3425" 

3822" 

4216° 

4606° 

404 

7 

1,2 2066 

2642 

3224 

3811 

4403 

5001 

5603 

6211 

6823 

7440 

598 


10X3, 4992" 

5375" 

5754" 

6129° 

6501" 

6870° 

7235° 

7596" 

7954° 

8309° 

369 

8 

1,2 8063 

8690 

9322 

9958 

♦0599 

♦1245 

♦1894 

♦2548 

*3207 

♦3870 

646 


10x3, 8660" 

9008" 

9352" 

9693° 

*0030°|*0366“ 

♦0696" 

♦1023° 

*1348" 

♦1669° 

335 

9 

1,3 4537 

5208 

5882 

6562 

7242 1 

7932 

8623 

9316 

♦0016 

*0716 

690 


10x4, 1987" 

2302" 

2614" 

2923° 

3229"! 

3531° 

3831" 

4128" 

4421° 

4712" 

302 
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II . Yektoraddition . 
n . Vector addition . 


s 


H 

^=0,1 

0,2 

0,3 

0.4 

0,5 

0,6 

m 

— 

0,9 

1,0 

0,0(1- 

1,1000 

1,2000 

1.3000 

1,4000 

1,5000 

1,6000 

1,7000 

1,8000 

1,9000 

2,0000 

0,05'“ 

1,0997 

1,1995 

1,2993 

1,3991 

1,4990 

1,5988 

1,6987 

1,7986 

1,8985 

1,9985 

O . lO '- 

1,0989 

1,1979 

1,2972 

1,3965 

1,4959 

1,5954 

1,6949 

1,7945 

1,8942 

1.9938 

oas "* 

1,0977 

1,1964 

1,2836 

1,3921 

1.4908 

1,5896 

1,6886 

1,7877 

1,8869 

1,9861 

0,20*^ 

1,0955 

1,1918 

1,2887 

1,3859 

1,4836 

1,5815 

1,6797 

1,7781 

1,8767 

1,9754 

0,25“ 

1,0931 

1,1872 

1,2823 

1,3781 

1,4744 

1,5712 

1,6684 

1,7668 

1,8636 

1,9616 

0,30“ 

1,0900 

1,1817 

1,2746 

1.3685 

1,4632 

1,5686 

1,6545 

1,7509 

1,8477 

1,9447 

0,35'- 

1,0865 

1,1752 

1,2655 

1,3572 

1,4500 

1,5438 

1,6382 

1,7333 

1,8289 

1,9249 

0,40^ 

1,0825 

1,1677 

1,2552 

1,3443 

1,4349 

1,5267 

1.6195 

1,7130 

1,8073 

1,9021 

0,45'- 

1,0780 

1,1594 

1,2435 

1,3298 

1,4179 

1,5075 

1,5983 

1,6902 

1,7829 

1,8764 

0,60^ 

1,0730 

1,1501 

1,2306 

1,3137 

1,3990 

1,4861 

1,6748 

1,6647 

1,7658 

1,8478 

0,55^ 

1,0677 

1,1401 

1,2164 

1,2960 

1,3782 

1,4626 

1,5489 

1,6368 

1,7260 

1,8163 

0,60'“ 

1,0619 

1,1292 

1,2011 

1,2768 

1,3556 

1,4371 

1,5208 

1,6064 

1,6936 

1,7820 

0,65^- 

1,0557 

1,1176 

1.1847 

1,2562 

1,3314 

1,4096 

1,4905 

1.5735 

1,6585 

1,7450 

0,7 Ct - 

1,0492 

1,1053 

1,1672 

1,2342 

1,3064 

1,3801 

1,4679 

1,5383 

1,6209 

1,7063 

0,75'- 

1,0424 

1,0923 

1,1487 

1,2108 

1,2778 

1,3488 

1,4233 

1,5008 

1,6808 

1,6629 

0.80- 

1,0363 

1,0787 

1,1293 

1,1863 

1,2486 

1,3156 

1,3866 

1,4610 

1,5383 

1,6180 

0,85" 

1,0280 

1,0646 

1,1091 

1,1605 

1,2180 

1,2807 

1,3479 

1,4190 

1,4934 

1,5706 

0,90'- 

1,0204 

1,0500 

1,0881 

1,1336 

1,1859 

1,2441 

1,3073 

1,3749 

1,4462 

1,6208 

0,95" 

1,0128 

1,0351 

1,0663 

1,1058 

1,1526 

1,2059 

1,2648 

1,3287 

1,3969 

1,4686 

1,00 

1,0060 

1,0198 

1,0440 

1,0770 

1,1180 

1,1662 

1,2207 

1,2806 

1,3454 

1,4142 

1.05" 

0,9972 

1,0043 

1,0212 

1,0476 

1,0824 

1,1261 

1,1748 

1,2306 

1,2918 

1,3576 

1.10" 

0,9893 

0,9886 

0,9981 

1,0173 

1,0467 

1,0827 

1,1274 

1 1,1789 

1,2363 

1,2989 

1,15" 

0,9815 

0,9729 

0,9746 

0,9865 

1,0082 

1,0392 

1,0785 

1,1264 

1,1789 

1,2382 

1,20" 

0,9738 

0,9573 

0,9511 

0,9554 

0,9700 

0,9946 

1,0283 

1,0703 

1,1197 

1,1766 

1,26" 

0,9662 

0,9418 

0,9276 

0,9240 

0,9313 

0,9491 

0,9769 

1,0138 

1,0589 

1,1111 

1,30" 

0,9588 

0,9265 

0,9042 

0,8926 

0,8922 

0,9029 

0,9243 

0,9568 

0,9964 

1,0450 

1,36" 

0,9516 

0,9116 

0,8812 

0,8614 

0,8529 

0,8562 

0,8709 

0,8967 

0,9325 

0,9772 

1,40^ 

0,9447 

0,8972 

0,8587 

0,8305 

0,8138 

0,8091 

0,8168 

0,8364 

0,8672 

0.9080 

1,45" 

0,9381 

0,8833 

0,8369 

0,8003 

0,7750 

0,7620 

0,7621 

0,7763 

0,8006 

0.8373 

1,60" 

0,9320 

0,8701 

0,8159 

0,7709 

0,7368 

0,7161 

0,7071 

0,7131 

0,7329 

0,7664 

1,55" 

0,9262 

0,8578 

0,7961 

0,7427 

0,6997 

0,6690 

0,6523 

0,6607 

0,6643 

0,6922 

1,60" 

0,9210 

0,8464 

0,7776 

0,7161 

0,6641 

0,6238 

0,5978 

0,5879 

0,5948 

0,6180 

1,65" 

0,9162 

0,8360 

0,7606 

0,6913 

0,6304 

0,5804 

0,5443 

0,5251 

0,5246 

0,5429 

1,70" 

0,9120 

0,8268 

0,7452 

0,6687 

0,6992 

0,5393 

0,4925 

0,4630 

0,4541 

0,4669 

1,75" 

0,9084 

0,8188 

0,7319 

0,6488 

0,6711 

0,5013 

0,4434 

0,4022 

0,3834 

0.3902 

1,80" 

0,9054 

0,8121 

0,7207 

0,6318 

0,6468 

0,4677 

0,3981 

0,3440 

0,3132 

0,3129 

1,85" 

0,9031 

0,8069 

0,7117 

0,6181 

0,5269 

0,4395 

0,3587 

0,2902 

0,2444 

0,2361 

1,90" 

0,9014 

0,8031 

0,7063 

0,6082 

0,5122 

0,4181 

0,3275 

0,2443 

0,1793 

0,1569 

1,95" 

0,9003 

0,8008 

0,7013 

0,6021 

0,5031 

0,4046 

0,3071 

0,2120 

0,1247 

0,0785 

2,00" 

0,9000 

0,8000 

0,7000 

0,6000 

Q ,5000 

0,4000 

0,3000 

0,2000 

0,1000 

0,0000 






n. Yekfcoraddition. 
IL Tector addition. 
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III. Kubische Gleichungen. 
III. Cubic equations. 


4. Vekioraddition: + cf, (Tafel S. 18, 19.) 

4. Vector addition: af + hf = cf, (Table p. 18, 19.) 




IIL Kul)i8che Gleichungen. 

III. Cubic equations. 

A. In der kubischen Gleicbung | A. In the cubic equation 

— Aq? + Bx— C = 0 

nait den Wurzeln a:*, ist | with the roots x^ we have 

^ - a;, + a:* + *„ ^ — - + ~ + , 

= C = x^x^x^] 


- 1,0 


III. Kubisclie Gleichungen. 
III. Cubic equations. 
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E sei reell. Bei festem C seien A und 
B in der Ebene auf recbtwinkligen 
Acbsen abgetragen. In einigem Abstand 
vom Nullpunkt sind dann ISfaherungs- 
Idsungen in der Nahe der 

1. .A-Achse (5 = 0); 


E must be taken as real. C being con- 
stant A and B may be plotted in tbe 
plane on rectangular axes. We then 
obtain approximate solutions at some 
distance from the origin in the proxi- 
mity of the 

1. A-axis (5 = 0): 


+ \A\»\E\ 


2. schiefen Achsen 5 = ±:EA: 


3. 5-Achse (J. = 0); 

«,=!-, =+v'=iB, 


2. inclined 'axes B — AzBJA: 

3. 5-axis (A = 0): 

\B\ »EK 


Etir LOsungen, die nicht von der For solutions differing considerably 
GrbBenordnung E sind, gelten die wei- from E we obtain the approximations: 
teren Naherungen: 


A±yA^-4cB 
2 ^ 
B±}/B^-4.AG 


Von einemNSherungswert X gelangt 
man zu einem besseren durch 


|a:|»|jE|; 

|a:|«|X|. 

From an approximate value X we 
get a better value X^ by 

/25* r» . 




X + r- 


0+ XLX(X~ X)-E\ 
B-\- X(3X-2X) 

X -3X 

C+JC»(2J[-^) 

5 + X(3X-2A/ 


vorausgesetzt, daB ] r | « | X | . Wird 
X willktirHch angenommen, so zeigt 
diese Ungleichung, wie J., 5, C beschaf- 
fen sein miissen, damit X naherungs- 
weise eine LSsung ist. Aus X •=» er- 
gibt sich z. B. so als besserer Wert 


assuming that \r\ « |X|. For arbi- 
trary X this inequality shows how 
-4, By C must be constituted so that X 
may be an approximate solution. E. g. 
from X « A we obtilin a better value 


^ ^ T-B’ 

1 if we have 

AB\ «\A^ + AB\. 


wenn 
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IIL Kubiiche Gleicbungen. 
111. Cubic equations. 


Zuweilen kommt man durcb wieder- More accurate values of are some- 
holtes Einsetzen bequemer zu genaueren times obtained more simply by iteration. 
Werten X^: 



x ^ 


a , Ys^- X 

jj + A JJ-- 






jedocb nur, wenn die Ableitung des be- however, only if the derivative by X 
nutzten Ausdrucks fttr einen kleine- of the expression used forXiis of smaller 
ren Betrag als 1 hat. Unter den fiinf magnitude than 1. We have therefore 
angegebenen Ausdrtlcken fllr X^ wfthle to choose an expression of this kind 
man einen solchen. among the five given. 

B. Es werde gesetzt: B* Substituting; 

A-Ea, B^E*h. 


Dana folgt 

u*— au* + 6u — 1 — 0, 

(Zurtlckftlhrung auf G l). Da diese 
Gleicbungen in a, h linear sind, stellen 
in der Ebene (a, h ) die Kurven m — 1/d 
— konst. Geraden dar (Fig. 8). Schrag 
nach rechts oben bin hat man drei posi- 
tive Wurzeln, schr&g nach links unten 
bin eine positive und zwei negative. 
Nach oben und unten hin hat man zwei 
grofle und eine kleine Wurzel, nach 
links und rechts bin eine groBe und 
zwei kleine. GroBo komplexe Wurzeln 
finden sich in der Nfthe der positiven 
b-Halbachse, kleine in der N&he dei 
positiven u-Halbachse. In diesen Ge- 
bieten seien die drei Wurzeln 


We get 

^ at? — 1 0 

I (Reduction to (7—1). These equations 
being linear with respect to a, 6, the 
curves u — 1/t? — const are straight 
lines in the (a, 6) plane (Fig. 8). Towards 
the right top corner we have three 
positive roots, towards the left bottom 
comer we have one positive and two 
negative roots. At the top and bottom 
we find two large and one small root, 
on the left- and righthand side one 
large and two small ones. Large com- 
plex roots can be found in the proxi- 
mity of the positive ft-half-axis, small 
ones near the positive a-half-axis. In 
these regions let the three roots be 


Ui>0, 


Dann ist 


f ^ 

Then we obtain 



cos tj + Wi, 


h 


2 y^ui cos fi + 


JL 

“i * 


a 




in. Knbische Gleichungen. 
III. Cubic equations. 
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Hiemach kamn man die Kurven t] =» konst. From these equations the curves -jj^const. 
zeichnen. Bei kleinen und bei groBen % can be drawn. For small and large values 
fallen sie annahernd mit Asten der of they nearly coincide with the 
Parabeln branches of the parabolae: 


a — 2 cos f], 6 2 )/a cos rj 


zusammen. Die Kurven =» 0® und The curves »■ 0® and rj «»■ 180® con- 

ri =» 180® enthalten die Falle der Doppel- tain the cases of double roots and mark 

wurzelnundgrenzen dasGebiet derkom- the boundary of the region of com- 
plexen Wurzeln ab. Bein imaginare plex roots. Roots without a real part 
Wurzeln finden sich auf der Hyperbel are to be found on the hyperbola 

ab == 1 (a, 5 > 0) sie bildet die Grenze a6 1 (a, 5 > 0) which forms the boun- 



Fig. 8. Die kubiache Gleichung 1 Ebene {a^b) die Geraden 
M=:kDn8t und die Kurven <f.= konst. (w = sc*'^). 


Fig. 8. The cubic equation 1 -f- aw* = w® 4“ 1®^ the (a, 6) plane the straight lines 

u == const and the curves 6 = const (u = 
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III. Kubische Gleichungen. 
III. Cubic equations. 


zwischen den Gebieten positiver nnd 
negativer reeller Teile. (Zu Gleichungen, 
die drei Wurzeln mitnegativem reellem 
Teil baben, gelangt man erst durch ein 
negatives C und E.) 

Im Gebiet — 7 < a, 6 < 7 kann man 
aus der Fig. 8 zu gegebenen a, b Nahe- 
mngswerte fdr die drei Wurzeln ablesen. 
AuBerhalb der Figur kommt man den 
Wurzeln durch einfacbe Ausdrtlcke urn 
so naher, je weiter man vom Nullpunkt 
entfemt ist. Einen Anhalt mfigen die 
Beispiele der folgenden Tabelle geben: 


dary between the regions of positive 
and negative real parts. (Equations 
which have three roots with negative 
real part are only obtained when C and 
E are negative.) 

In the region — 7 < a, 6 < 7 approxi- 
mate values of the three roots can be 
read off from fig. 8 for given values of a, h. 
Outside the figure the roots may be the 
better approximated by simple expres- 
sions the further we are from zero. 
The examples of the following table 
may serve as a clue: 



a«-100 

a=0 

a= + 100 

-100 

( - 0,005 

+ 100 

-t- 1,0103 

■f 0.000000 005 

- 1,0101 

- 1,020210 

l±t 10,000 002 

-f- 1,000 000 

+ 0,01 
- 0,000 098 06 

+ 0,01 

- 0,000 000 01 

+ 0,010 102 04 

-lOO 

+ 0,0001 

, .+ i 120“ 

f- 0,000 05 
-b 0,000 000 00001 

- 0,100 050 02 

1 0,5 irf 0,866 

± » 0,1 
* 0,000 000 02 

-f 0,1 

- 0,000049 98 

-b 1,000 000 

-b 100,000 1 

-100,9901 

- 10 

4- 0,005 003 

- 1 

+ 0,019 810 

- 0,01 
+ 0,000 098 04 

- 0.010000 01 

- 0,010 102 06 1 

-k 1,000 000 

^ + 10,004 997 

-b 100,990 3 1 



C. Setzt man 


C. Substituting: 


(ir+ ¥ 


_ — »= F 
2 


SO nimmt die kubische Gleichung die the cubic equation assumes the form 
Form 

-f 2 

an, und y wird eine dreiwertige Funk- and y becomes a tri valent function of 
tion der einen Veranderlichen Sp und the single variable and can be tabu- 
laBt sich in einem endlichen Bereich so lated in a finite region as accurately 
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genau, wie man will, tabellarisch dar- as required (Table with fig. 9). The 
stellen (Zahlentafel mit Fig. 9). Pfir following equations hold for the three 
die drei Ldsungen gilt solutions 


yi+y2+y3 = o, ^ + ^ + Viy^yz 2 


Fiir 3i? = 3 wird ya** — 2, 

und ffir j? < 1 erhalt man zwei kom- 
plexe Wurzeln: 

When 3p == 3 we obtain =* ^2 
yj «* — 2 and when jp < 1, we have two 
complex roots: 

yi = si, 

2/2 == 

2/2 “ 

ya 27 , 

ya =• — 2 s cos tf. 

Dabei ist 


1 Here we have 

3^ 4 y 2 - 

1 

‘ 7 ’ 


1 

w 


cos «J=-^ = 71/7. 



-10 -5 0 -f-S i-10 



Fig. 9. Die kubische Gleichung y'^ f 2 == 3jpy. Die Lbsungen V' ~ 

Funktionen von 3 p. 

Pig. 9. The cubic equation y® -f- ^ ^ PV* The solutions yn^V* T 

as functions of 3?>. 
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III. Kttbisohe Gleichungen. 
111. Cnbio equations. 


Fiir die Losungen gelten die folgen- I For tbe solutions the following approx* 


den NSherungen: 


imations bold: 


1. 3jp — Jurist eine groBe negative 1. 3jp«-“iV is a large negative 


Zabl {N»l) 


y»-i 


I number (JV’» 1): 

N N' 

f=YN^ — 1 — — + 
" ' 2N^}/N %N'^\fN 


2. 3j? ist eine kleine (positive oder 2. 3jp is a small (positive or nega- 


negative) Zabl (|jp| «l); 


;i): I tive) number (|jp| << l): 

1/ ^l/9*-“2n4-3 , p 2«-8, V 2 3 -~2« 

I where 


> I r 2 3 — 2n , 

+ T9P^ +•••; 


* » /f ». " = 1; 2, 3, 

V 2 - 1,2599 - 1/0,79370. 

3. 3ps=3, p-l-f*, r®— r>0: 


y#- 1 


27 243 729 


» ^ 18 ^ 216 ^ 1296 ^ 

4. 3j) as 3, p - 1 4 2* — 1 « 1, g > 0 : 




18 27 


1 1.4* 

2 ya “ 1 + 3 


5. 3j>= +jVist eine grofle positiTe 5. 3p — + JT" is a large positive 


Zahl {N» 1): 


yi.a-±V'2V-iq: 


I number (Jr» l): 

3 _ 4 105 _ ^ 

2J4*VV ■^*'^824'‘VV 




tlber Gleichungen vierten Grades s. 
J. Sommer, Ann. Phys. 58 (1919) 
8. 375 nnd P. Schilling, Math. Z. 34 
(1931) S. 50. 


For equations of the fourth degree 
of. J. Sommer, Ann. Phys. 68 (1919) 
p.375 and F. Schilling, Math. Z. 34 
(1931) p.50. 



III. Die kubisclie Gleichung i/® + 2«^3|jy. 
III. The cubic equation -f 2 == 3j>2/. 



3j> 

y' 

r 

8 

1 

1 

1 

3p 

y' 

y" 

s 

a 1 

-...1 

-N 


1 q 

1 0 








2 m 

m 


-5,0 

0,19414 

2,261 

2,270 

0,9454 

-9,9 

0,10060 

3,151 

3,153 

0,97968 

-4,9 

776 

40 

49 

39 

8 

161 

35 

37 

938 

8 

0,2015 

19 

28 

23 

7 

265 

20 

21 

906 

7 

054 

2,197 

07 

07 

6 

370 

04 

05 

874 

6 

094 

75 

2,185 

liKMI 

5 

478 

3,088 

3,089 

840 

5 

136 

53 

64 

71 

4 

588 

71 

73 

806 

4 

179 

31 

42 

51 

3 

700 

55 

57 

771 

3 

223 

09 

21 

31 

2 

815 

39 

41 

736 

2 

270 

2,087 

2,099 

10 

1 

932 

23 

25 

699 

1 

318 

64 

77 


0 

0,11051 

06 

08 

661 

0 

367 

42 

55 

65 

“8,9 

173 

2,990 

2,992 

622 

“3,9 

419 

19 

33 

41 

8 

298 

73 

75 

582 

8 

472 

1,9958 

11 

15 

7 

426 

56 

58 

541 

7 

628 

727 

1,9889 


6 

556 

39 

42 

498 

6 

586 

495 

666 

61 

5 

689 

22 

25 

455 

5 

645 

261 

442 

31 

4 

826 

05 

08 

410 

4 

708 

026 

218 

00 

3 

966 

2,888 

2,891 

364 

3 

772 

1,8790 

1,8993 


2 

6,12109 

71 

74 

317 

2 

839 

552 

768 

33 

1 

255 

54 

57 

268 

1 

908 

313 

543 


0 

405 

37 

39 

218 

0 

980 

073 

318 

960 

-7,9 

558 

19 

22 

166 

“2,9 

0,3055 

1,7833 

093 

920 

8 

715 

02 

04 

113 

8 

132 

591 

1,7868 

878 

7 

876 

2,784 

2,787 

058 

7 

212 

348 

643 

834 

6 

0,13041 

66 

69 

001 

6 

295 

105 

420 

788 

6 

210 

48 

51 

0,96942 

5 

381 

1,6861 

197 

740 

4 

384 

30 

33 

882 

4 

470 

617 

1,6976 


3 

562 

12 

16 

819 

3 

562 

373 

756 

636 

2 

745 

2,694 

2,697 

755 

2 

657 

128 

537 

681 

1 

932 

76 

79 

688 

1 

754 

1,5883 

321 


0 

0,14125 

57 

61 

619 

0 

855 

639 

107 

461 

“6,9 

322 

38 

42 

548 

“1,9 

958 

395 

1,5895 

398 

8 

526 

19 

24 

474 

8 

0,4064 

151 

686 


7 

734 

01 

05 

397 

7 

173 

1,4908 

481 

262 

6 

949 

2,582 

2,586 

318 

6 

284 

665 

278 


5 

0,15170 

63 

67 

236 

5 

398 

423 

079 

116 

4 

397 

44 

48 

152 

4 

514 

182 

1,4884 

HiCl 

3 

631 

25 

29 

063 

3 

633 

1,3942 

692 


2 

871 

05 

10 

0,95971 

2 

753 

703 

504 

874 

1 

0,16119 

2,486 

2,491 

877 

1 

876 

466 

321 

788 

0 

374 

66 

71 

779 

0 

0,5000 

229 

142 

699 

“5,9 

637 

46 ' 

52 

677 

-0,9 

126 

1,2993 

1,3967 


8 

908 

26 

32 

671 

8 

253 

758 

797 

5131 

7 

0,17187 

06 

12 

460 

7 

381 

525 

632 

4171 

6 

476 

2,386 

2,392 

345 

6 

511 

292 

471 

3171 

5 

773 

65 

72 

225 

5 

641 

061 

315 

215 j 

4 

0,18081 

45 

52 

101 

4 

772 

1,1830 

163 

110 

3 

398 

24 

31 

0,94971 

3 

903 

598 

014 

003 

2 

726 

03 

11 

836 

2 

•0,6035 

370 

1,2872 


' 1 

0,19064 

2.282 

2,290 

695 

1 

167 

140 

734 

781 


414 

61 

70 

54 

0 

300 

1,0911 

599 

667 
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III. Kabische Gleichungen. 
111. Ctibio equations. 


Fiir die Lbsungen gelten die folgen- I For the solutions the folio wing approx- 


den Naherungen: 


imations hold: 


1. 3j 9 — -^ist eine groBe negatiye 1. Zp^’—N is a large negative 


Zahl (N»l): 


number (JV"» 1): 


i- i_ 

2 N N' 


+ . . . 

2]!PyN SN^yN 

2. Zp ist eine kleine (positive oder I 2. 3p is a small (positive or nega 


negative) Zahl (|jp| «l) 


tive) number (ljp| << l): 




+ * 


4 1 + »V3 

e 8 — , 


w »=» 1, 2, 3, 


V2 - 1,2599 - 1/0,79370. 

3. 3p =s 3, p — 1 — f“, r* — 1 - p‘ « 1, 


y»- 1 


27 243 729 


0 1 . r', 

y y 4- -jg + 2ig + 1296 + 


r > 0: 


4. 3p s= 3, p — 1 4 2*, g* — p — 1 « 1, 2 > 0 : 


y,.s-i±2 + lTfg-|-,-±--. 

- yya- 1 + + 

5. 3jp — ist eine grofie positive I 5. 3jp »■ + jpr is a large positive 


Zahl (JV'» 1) 


number (jV'» 1): 


,^±yN - -i I ± X 105 _ « 


^ 2i^» yN 8 if* yN iv’ ^ ’ 


4. 1 1 4. A 


ttber Gleichungen vierten Grades s. 
J. Sommer, Ann. Phys. 58 (1919) 
S. 375 und F. Schilling, Math. Z. 34 
(1981) S. 50. 


For equations of the fourth degree 
cf. J. Sommer, Ann. Phys. 58 (1919) 
p. 375 and F. Schilling, Math. Z. 34 
(1931) p. 50. 
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in. Die kubische Gleichung 2/® + 2~3|)y. 
III. The cubic equation \ 2 ^Zpy. 




8 

0 

3p 

y' 

y" 

s 

“ 1 

1 

1 4 

N N* 

1 ^ 
m+-\ 

1 9 







2 m 



-6,0 

0,19414 

2,261 

2,270 

0,9454 

0J0060 

3,151 

3,153 

0,97968 

-4,9 

776 

40 

49 

39 

161 

35 

37 

938 

8 

0,2015 

19 

28 

23 

266 

20 

21 

906 

7 

054 

2,197 

07 

07 

370 

04 

05 

874 

6 

094 

75 

2,185 

0,9389 

478 

3,088 

3,089 

840 

5 

136 

53 

64 

71 

588 

71 

73 

806 

4 

179 

31 

42 

61 

700 

65 

57 

771 

3 

223 

09 

21 

31 

815 

39 

41 

736 

2 

270 

2,087 


10 

932 

23 

25 

699 

1 

318 

64 

Ti 

0,9288 

0,11051 

06 

08 

661 

0 

367 

42 

55 

65 

173 

2,990 

2,992 

622 

-3,9 

419 

19 

33 

41 

298 

73 

75 

582 

8 

472 

1,9958 

11 

15 

426 

56 

58 

541 

7 

528 

727 

1,9889 

0,9189 

566 

39 

42 

498 

6 

586 

495 

666 

61 

689 

22 

26 

466 

5 

645 

261 

442 

31 

826 

05 

08 

410 

4 

708 

026 

218 

00 

966 

2,888 

2,891 

364 

3 

772 

1,8790 

1,8993 

0,9067 

0,12109 

71 

74 

317 

2 

839 

552 

768 

33 

265 

54 

57 

268 

1 

908 

313 

643 

0,8997 

405 

37 

39 

218 

0 

980 

073 

318 

960 

558 

19 

22 

166 

-2,9 

0,3055 

1,7833 

093 

920 

716 

02 

04 

113 

8 

132 

591 

1,7868 

878 

876 

2,784 

2,787 

058 

7 

212 

348 

643 

834 

0,13041 

66 

69 

001 

6 

295 

105 

420 

788 

210 

48 

51 

0,96942 

5 

381 

1,6861 

197 

740 

384 

30 

33 

882 

4 

470 

617 

1,6976 

689 

562 

12 

16 

819 

3 

562 

373 

766 

636 

745 

2,694 

2,697 

765 

2 

667 

128 

637 

681 

932 

76 

79 

688 

1 

754 

1,5883 

321 

622 

0,14125 

67 

61 

619 

0 

855 

639 

107 

461 

322 

38 

42 

548 

-l;9 

968 

395 

1,6896 

398 

526 

19 

24 

474 

8 

0,4064 

161 

686 

332 

734 

01 

06 

397 

7 

173 

1,4908 

481 

262 

949 

2,682 

2,586 

318 

8 

284 

665 

278 

190 

0,15170 

63 

67 

236 

5 

398 

423 

079 

116 

397 

44 

48 

152 

4 

514 

182 

1,4884 

038 

631 

25 

29 

063 

3 

633 

1,3942 

692 

0,7958 

871 

05 

10 

0,95971 

2 

763 

703 

504 

874 

0,16119 

2,486 

2,491 

877 

1 

876 

466 

321 

788 

374 

66 

71 

779 

0 

0,5000 

229 

142 

699 

637 

46 

52 

677 

~0,9 

126 

1,2993 

1,3967 


908 

26 

32 

671 

8 

253 

768 

797 

613 

0,17187 

06 

12 

460 

7 

381 

525 

632 

417 

476 

2,386 

2,392 

345 

6 

511 

292 

471 

317 

773 

65 

72 

226 

6 

641 

061 

315 

215 

0,18081 

45 

52 

101 

4 

772 

1,1830 

163 

no 

398 

24 

31 

0,94971 

3 

903 

598 

014 


726 

03 

11 

836 

2 

•0,6035 

370 

1,2872 


0,19064 

2,282 

2,290 

696 

1 

167 

140 

734 

781 

414 

61 

70 

54 

0 

300 

1,0911 

699 

667 
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IIL Di« kubische Gleichung y®+2«=3|?|^. 
III. The cubic equation 2 »* 3|> 






























IV. Elementar-transzciidoiite Oloichungeii. 
IV. Elementary transeendental equations. 

Losung: ^ ^ _ 1 _ 2 _ 13 _ 146 

Solution; o 8 a* 16o* 1050 ’ 










iV. Elementar-transzendente Qleichungen. 
IV. Elementary transcendental equations. 


31 



9i 

qit 

<1 

QTt 

Q 


0,75 

2,366 196 

0,25 

0,786398 

0,5 

0,207 880 

1,75 

6,497 787 

1,25 

3,926991 

1,5 

-“898329 

2,75 

8,639380 

2,25 

7,068584 

2,6 

-“388 203 

3,75 

11,780973 

3,25 

10,210176 

3,6 

l-“67 758 ; 

4,75 

14,922566 

4,25 

13,351769 

4,6 

-“724947 I 


"4 s 0,4 . 10"; 2"9 = 2,9 • 10". 



Y. Die Funktioueu au tg ac, und 5*^. 

«4l/ Hu 

V. The functions ae tg a*, and 5iL2. 

" ’ a; » 


±:x 

xtgx 

tgx 

X 

sinzc 

X 

0.00 

0 

1 

1 

0.01 

o.onoooo 

1.0000 


0.02 

O.OMOOl 

1,0001 

0.9999 

0.03 

0.0’9003 

1.0003 

0.9998 

0.04 

0,0^6009 

1,0005 

0 9997 

0.05 

0,0^2502 

1.0008 

0,9996 

0.06 

0.0=3604 

1.0012 

0,9994 

0.07 

0,0-4908 

1.0016 

0.9992 

0.08 

0.0-6414 

1,0021 

0.9989 

009 

0,0-8122 

1,0027 

0,9987 

0.10 

0,010033 

1.0033 

0.9983 

0.11 

0,012149 

1,0041 


0,12 

0,014470 

1,0048 

0.9976 

0.13 

0.016996 

1.0057 

0.9972 

014 

0.01973 

1,0066 

0,9967 

0.15 

0.02267 

1,0076 

0.9963 

0.16 

0,02582 

1.0086 

0,9957 

0.17 

0,02918 

1.0097 

0,9952 

0.18 

0.03275 

1,0109 

0,9946 

0.19 

0,03654 

1.0122 


0.20 

0,04054 

1,0136 


0.21 

0.04476 

1.0150 

0.9927 

0.22 

0.04920 

1,0165 


0.23 

0.05385 

1.0180 

0.9912 

0.24 

0,05873 

1,0197 

0,9904 

0.25 

0.06384 

1,0214 

0,9896 

0.26 

0.06917 

1,0232 ! 

0,9888 

0.27 

0,07473 

1,0250 

0,9879 

0.28 

0,08061 

1,0270 


0.29 

0,08664 

1,0290 


0.30 

0,09280 

1,0311 

0,9851 

0.31 

0.09930 

1.0333 

0,9841 

0.32 

0.10604 

1,0356 


0.33 

0,11303 

1.0380 

0,9819 

0,34 

0,12027 

1.0404 


0.35 

0,12776 

1,0429 

0,9797 

0,36 

0,13560 

1,0456 


0.37 

0,14361 

1.0483 

0.9773 

0.38 

0.15178 

1.0511 

0,9761 

0.39 

0.16031 

1,0540 



±X 

xigx 

tgx 

X 

Bina; 

X 

0.40 

0.16912 

1,0570 

0.9735 

0.41 

0.1782 

1.0601 

0.9722 

0,42 

0.1876 

1.0633 


0.43 

0,1972 

1.0666 

0.9695 

0.44 

0,2071 

1,0700 


0,45 

0.2174 

1,0735 

0.9666 

0,46 

0,2279 

1.0771 

0,9651 

0.47 

0.2387 

1.0808 

0.9636 

0 48 

0,2499 

1.0846 

0.9620 

0.49 

0,2614 

1,0885 


0.50 

0.2732 

1.0926 

0,9589 I 

0,51 

0.2853 

1.0968 

0.9572 

0,52 

0.2977 

1.1011 


0.53 

0.3105 

1.1055 

0.9538 

0,54 

0,3237 

1.1101 

0,9521 

0.55 

0,3372 

1.1147 


0.56 

0.3511 

1.1196 

0.9485 

0.57 

0,3654 

1.1245 

0,9467 

0,58 

0.3800 

1.1296 

0,9449 

0.59 

0,3950 

1.1348 


0.60 

0.4105 

1.1402 

0,9411 

0.61 

0.4263 

1.1458 


0.62 

0.4426 

i . l 515 

■ iy ? Sm 

0.63 

0,4593 

1,1573 

BE? 

0,64 

0.4765 

1,1633 

0,9331 

0.65 

0,4941 

1.1695 

0.9311 

0,66 

0.5122 

1,1759 

0.9290 

0.67 

0.5308 

1.1825 

0,9268 

0,68 

0,5499 

1,1892 

0,9247 

0.69 

0,5695 

1.1961 

0,9225 

0.70 

0.5896 

1,2033 

0,9203 

0,71 

0,6103 

1.2106 

0.9181 

0,72 

0.6315 

1.2181 

0.9158 

0,73 

06533 

1.2259 

0,9135 

0,74 

0,6757 

1.2339 

0,9112 

0,75 

0,6987 

1.2421 

0.9089 

0,76 1 

0,7223 

1.2506 

0.9065 

0,77 1 

0,7466 

1.2593 

0.9041 

0.78 

0.7716 

1.2683 

0,9016 

0,79 

0,7973 

1.2775 

0.8992 






V . Die Funktionen tgx sin x 

V . The fanctiona IT ’ 


±x 

xtgx 

tga 

X 

sin a ; 

X 

± 0 ? 

xigx 

1 C "*" 

i 

sin a : 

X 

0,80 

0,8237 

1,2870 

0,8967 

1,30 

4,683 

2.771 

0,7412 

0,81 

0,8609 

1,2969 

0,8942 

L31 

4,909 

2,860 

0,7375 

0,82 

0,8788 

1,3070 

0,8916 

1,32 

5,152 

2,957 

0,7339 

0,83 

0,9075 

1,3174 

0,8891 

1,33 

6,416 

3.062 

0,7302 

0,84 

0,9371 

1,3281 

0,8865 

1,34 
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0,7265 

0,85 

0,9676 

1,3392 

0,8839 

1,35 

6,015 
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0,7228 

0,86 

0,9989 

1,3606 

0,8812 

1,36 

6,356 

3,436 

0,7190 

0,87 

1,0312 

1,3624 

0,8785 

1,37 

6.731 

3,586 

0,7153 

0,88 

1,0645 

1,3746 

0,8758 

1,38 

7,145 

3,752 

0,7115 

0,89 

1,0988 

1,3872 

0 , 873*1 

1,39 

7,604 

3,936 

0,7077 

0.90 

1.1341 

1,4002 

0,8704 

1,40 

8,117 

4,141 

0,7039 

0.91 

1,1706 

1,4136 

0,8676 

1,41 

8,693 

4,373 

0,7001 

0,92 

1,2082 

1,4275 

0,8648 

1,42 

9,345 

4,635 

0,6962 

0,93 

1,2470 

1,4418 

0,8620 

1,43 

10.089 

4,934 

0,6924 

0,94 

1,2871 

1,4566 

0,8591 

1,44 

10,947 

5,279 

0,6885 

0,95 

1.3285 

1,4720 

0,8662 

1,45 

11.945 

5,681 

0,6846 

0,96 

1,3712 

1,4879 

0,8533 

1,46 

13,123 

6,157 

0,6807 

0,97 

1,4154 

1,5043 

0,8504 

1,47 

14.534 

6,726 

0,6768 

0,98 

1,4611 

1,6214 

0,8474 

1,48 

16,255 

7,421 

0,6729 

0,99 

1,5084 

1,5391 

0,8445 

1,49 

18,40 

8,288 

0,6690 

1,00 

1,5574 

1,6574 

0,8415 

1,50 

21,15 

9,401 

0,6650 

1,01 

1,6081 

1,5764 

0,8384 

1,51 

24,81 

10,880 

0,6610 

1,02 

1,6607 

1,5962 

0,8354 

1,52 

29,90 

12,940 

0,6570 

1,03 

1,7152 

1,6167 

0,8323 

1,53 

37,48 

16,012 

0.6531 

1,04 

1,7718 

1,6381 

0,8292 

1,54 

49,99 

21,08 

0,6490 

1,06 

1,8305 

1,6603 

0,8261 

1,55 

74,52 

31,02 

0,6450 

1,06 

1,891 

1,6834 

0,8230 

1,66 

144,49 

59,37 

0,6410 

1,07 

1,955 

1,7075 

0,8198 

1,57 

1971,55 

799,85 

0,6369 

1,08 

2,021 

1,7326 

0,8166 

It 

oo 

oo 

0,6366 

1,09 

2,090 

1,7688 

0,8134 



1,58 

- 171,67 

- 68,77 

0,6329 

1,10 

2,161 

1,7861 

0,8102 

1,59 

- 82,79 

- 32,75 

0,6288 

1,11 

1,12 

1.13 

1.14 

2,236 

2,314 

2,395 

2,481 

1,8147 

1,845 

1,876 

1,909 

0,8069 

0,8037 

0,8004 

0,7970 

1,60 

1,61 

1,62 

1,63 

- 54,77 

- 41,05 

- 32,90 

- 27,50 

- 21,40 

- 15,835 

- 12,535 

- 10,350 

0,6247 

0.6206 

0,6165 

0,6124 

1,15 

2,570 

1,943 

0,7937 

1,64 

- 23,66 

- 8,797 

0,6083 

I 1,16 

1.17 

1.18 
1,19 

2,663 

2,761 

2,864 

2,973 

1,979 

2,017 

2,057 

2,099 

0,7903 

0,7870 

0,7836 

0,7801 

1.65 

1.66 

1.67 

1.68 

- 20,79 

- 18,56 

- 16,779 

- 15,323 

- 7.636 

- 6,736 

- 6,016 

- 5,429 

0,6042 

0,6000 

0,5959 

0,5917 

1,20 

3,087 

2,143 

0,7767 

1,69 

- 14,110 

- 4,940 

0,5875 

1,21 

3,207 

2,190 

0,7732 

1,70 

- 13,084 

- 4,527 

‘ 0,5833 

1,22 

3,334 

2,240 

0,7698 

1,71 

- 12,205 

- 4.174 

0,5791 

1,23 

3,468 

2,293 

0,7663 

1,72 

- 11,442 

- 3,868 

0,5749 

1,24 

3,611 

2,348 

0,7627 

1,73 

- 10,775 

- 3,600 

0.5707 

1,26 

3,762 

2,408 

0,7692 

1,74 

- 10,185 

- 3,364 

0,5665 

1,26 

3,923 

2,471 

0,7656 

1,75 

- 9,661 

- 3,155 

0.5623 

1,27 

4,094 

2,538 

0,7520 

1,76 

- 9,191 

- 2.967 

0,5580 

1,28 

4,277 

2,610 

0,7484 

1,77 

- 8,768 

- 2,799 

0,5538 

1,29 

4,473 

2,688 

0,7448 

1,78 

- 8,384 

- 2,646 

0.5495 





1,79 

- 8,035 

- 2.508 

0,5453 I 





xtgx 

tg » 

X 

sin a ; 

a 




|g|| 

L 80 

- 7,716 

- 2.381 

0,5410 

2,30 

- 2.574 

- 0,4866 

0,3242 

1.81 

- 7,422 

- 2,265 

0.5368 

2,31 

- 2,634 

- 0,4749 

0.3199 

L 82 

- 7.151 

- 2.169 

0,5326 

2*32 

- 2,494 

- 0,4634 

0.3156 

1.83 

- 6.901 

- 2-061 

0.5282 

2,33 

- 2,465 

- 0,4623 

0.3113 1 

1.84 

- 6.669 

- 1.970 

0,5239 

2,34 

- 2.417 

- 0,4414 

0,3070 

1.85 

- 6.453 

- 1.885 

0.5196 

2,35 

- 2.379 

- 0,4308 

0.3028 

1.86 

- 6.251 

- 1.807 

0.5163 

2,36 

- 2.342 

- 0,4206 

0,2985 

1.87 

- 6,062 

- 1.7336 

0,5110 

2.37 

- 2,305 

- 0,4104 

0,2942 

1.88 

- 5.886 

- 1.6651 

0,6067 

2,38 

- 2,269 

- 0,4006 

0,2899 

L 89 

- 6,719 

- 1.6009 

0,5024 

2.39 

- 2,234 

- 0,3910 

0,2857 

1.90 

- 6,661 

- 1.6406 

0,4981 

2.40 

- 2,198 

- 0,3817 

0.2814 

L 91 

- 6.413 

- 1,4838 

0,4937 

2,41 

- 2.164 

- 0.3726 

0,2772 

1.92 

- 6.273 

- 1.4304 

0,4894 

2,42 

- 2.129 

- 0,3636 

0.2730 

1.93 

- 6,140 

- 1,3799 

0,4861 

2.43 

- 2.095 

- 0,3649 

0,2687 

1.94 

- 6,014 

- 1.3321 

0,4807 

2,44 

- 2,062 

-0 3463 

0.2645 

1.96 

- 4.893 

- 1,2869 

0,4764 

2.45 

- 2,029 

- 0,3380 

0,2603 

1,96 

- 4,779 

- 1.2440 

0,4720 

2.46 

- 1,996 

- 0.3298 

0,2561 

1,97 

- 4.670 

- 1,2033 

0,4677 

2,47 

- 1.963 

- 0,3218 

02519 

1.98 

- 4,666 

- 1.1646 

0,4634 

2,48 

- 1,931 

- 0,3140 

0,2477 

1.99 

- 4,466 

- 1,1277 

0,4690 

2.49 

- 1,899 

- 0.3063 

0,2436 

2.00 

- 4.370 

- 1,0925 

0,4646 

2,50 

- 1,868 

- 0,2988 

0,2394 

2.01 

- 4,278 

- 1,0590 

0,4603 

2,61 

- 1,836 

- 0,2915 

0,2352 

2.02 

- 4,190 

- 1.0269 

0,4459 

2,52 

- 1,8051 

- 0,2843 

0,2311 

2,03 

- 4,106 

-- 0,9963 

0,4416 

2,53 

- 1,7743 

- 0,2772 

0,2269 

2.04 

- 4,024 

- 0,9669 

0,4372 

2,64 

- 1,7437 

- 0,2703 

0,2228 

2.05 

- 3,946 

- 0,9388 

0,4329 

2,65 

- 1,7133 

- 0,2635 

0,2197 

2.06 

- 3,870 

- 0,9118 

0,4285 

2,66 

- 1,6831 

- 0,2668 

0,2146 

2.07 

- 3,796 

- 0,8860 

0,4241 

2,67 

- 1,6631 

- 0,2603 

0,2105 

2,08 

- 3.726 

- 0,8611 

0,4198 

2,68 

- 1,6233 

- 0,2439 

0,2064 

2,09 

- 3.667 

- 0,8372 

0,4154 

2.69 

- 1,5936 

- 0.2376 

0,2023 

2.10 

- 3,691 

- 0,8142 

0.4111 

2,60 

- 1,5642 

- 0,2314 

0.1983 

2.11 

- 3,626 

- 0,7921 

0,4067 

2,61 

- 1,6348 

- 0.2263 

0.1942 

2.12 

- 3,464 

- 0,7707 

0,4023 

2,62 

- 1,6067 

- 0,2193 

0,1902 

2.13 

- 3,403 

- 0,7502 

0,3980 

2,63 

- 1.4766 

- 0,2135 

0.1861 

2.14 

- 3.346 

- 0,7303 

0,3936 

2,64 

- 1,4477 

- 0,2077 

0,1821 

2.16 

- 3,287 

- 0,7112 

0,3893 

2,65 

- 1,4189 

- 2,2021 

0,17812 

2,16 

- 3,232 

- 0,6926 

0,3849 

2,66 

- 1,3902 

- 0.1965 

0,17413 

2.17 

- 3,177 

- 0,6747 

0,3806 

2,67 

- 1,3616 

- 0,1910 

0,17015 

2,18 

- 3,124 

- 0,6574 

0,3762 

2,68 

- 1,3331 

- 0,1856 

0,16618 1 

2.19 

- 3,073 

- 0,6407 

0,3718 

2,69 

- 1,3047 

- 0,1803 

0,16223 

2,20 

- 3.022 

- 0,6245 

0,3675 

2,70 

- 1,2764 

- 0,17508 

0,15829 

2,21 

- 2,973 

- 0,6088 

0,3632 

2,71 

- L 2481 

- 0,16994 

0,15436 

2,22 

- 2,926 

- 0,5936 

0,3588 

2,72 

- 1,2199 

- 0,16488 

0,15045 

2.23 

- 2,878 

- 0,6787 

0,3545 

2,73 

- 1,1917 

- 0,16990 

0,14656 ! 

2,24 

- 2,832 

- 0.6644 

0,3501 

2,74 

- 1,1636 

- 0,16499 

0,14266 

2,25 

- 2,787 

- 0,6505 

0,3458 

2,75 

- 1,1355 

- 0,15015 

0,13879 

2,26 

- 2,743 

- 0,5370 

0,3415 

2,76 

- 1,1075 

- 0,14638 

0,13493 ! 

2,27 

- 2,699 

- 0,5239 

0.3372 

2,77 

- 1,0795 

- 0,14069 

0,13108 1 

2,28 

- 2,667 

- 0.6111 

0,3328 

2.78 

- 1,0515 

- 0,13806 

0,12725 ! 

2,29 

- 2.616 

- 0.4987 

0,3286 

2,79 

- 1,0235 

- 0,13148 

0,12344 i 
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V. Die Fuaktionen , tgx sinaj ok 

V. The fanctions **»*’ ^’ "T ’ ^ 


i X 

ictgii; 

tgiB 

X 

sinn; 

X 


xtgx 

tga- 

X 

sin^n 

X 

2M 

--0,9965 

-0,12697 

0,11964 

3,00 

-0.4276 

-0,04752 

0,04704 

2,81 

-0,9675 

-0,12253 

0,11585 

3.01 

-0.3984 

-0.04397 

0.04359 

2,82 

-0,9395 

-0.11814 

0,11208 

3,02 

-0,3690 

-0.04046 

0,04016 

2,83 

-0,9115 

-0,11381 

0,10833 

3,03 

-0,3395 

-0,03698 

0.03675 

2.84 

-0.8836 

-0,10954 

0,10459 

3,04 

-0,3099 

-0.03353 

0.03336 

2,85 

-0,8554 

-0,10532 

0,10087 

3.05 

-0.2801 

-0.03011 

0.02999 

2,86 

-0,8273 

-0,10116 

0,09716 

3,06 

-0,2502 

-0,02672 

0.02663 

2,87 

-0,7992 

-0,09703 

0,09347 

3.07 

-0.2202 

-0,02336 

0,02330 

2,88 

-0,7711 

-0,09296 

0,08980 

3,08 

-0.1899 

-002002 

001998 

2,89 

-0,7428 i 

-0,08894 

0.08614 

3.09 

-0,15956 

-0,016711 

0.016689 

2,90 

-0,7146 

-0,08497 

0,08250 

3.10 

-0,12901 

-0.013426 

0.013413 

L A 

-0,6862 

-0,08104 

0,07888 

3,11 

-0,09829 

-0,010162 

0.010157 

2,92 

-0,6579 

-0,07715 

0,07527 

3.12 

-0.06738 

-0,006922 

0,006920 

2,93 

-0.6294 

-0,07331 

0.07168 ^ 

3,13 

-0.03629 

-0,003704 

0.003704 

2,94 

-0,6008 

-0,06951 

0.06811 

3,14 

-0.0^5001 

-0,0®6072 

0,0“5072 

2,95 

-0,5722 

-0.06575 

0.06455 

7C 

0 

Q 

0 

2,96 

-0.5435 

-0,06203 

0,06101 





i 2,97 

-0,5147 

-0,05835 

0,06749 





1 2,98 

-0.4858 

-0,05470 

0,05399 





2,99 

-0,4568 

1 

-0,05109 

0,06051 

1 







Fig. 10. Die Fmiktioneii xtgx, und ■ 

X X 

Fig. 10. The fanctions artga;, and • 






Fig. 12. Roots of the transcendental equation ^ctgv‘~ = v as functions of v. 
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VL Natarliclie Logarithmen. 
VL Natural logaritlmis. 


■ 

D 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 ' 

1 

d 

0>0 

000 

100 

198 

296 

392 

488 

583 

677 

770 

862 

96 


963 

*044 

*133 

*222 

*310 

♦398 

484 

*570 

*655 

*740 

88 

0,1 

823 

906 

989 

*070 

*151 

*231 

*311 

*390 

*469 

*546 

80 

0,2 

624 

700 

776 

852 

927 

*001 

*075 

*148 

*221 

*293 

72 

0,3 

365 

436 

507 

577 

646 

716 

784 

853 

920 

988 

67 

0,4 

055 

121 

187 

253 

318 

383 

447 

511 

574 

637 

63 


700 

762 

824 

886 

947 

*008 

*068 

*128 

*188 

•247 

59 

0,5 

306 

365 

423 

481 

539 

596 

653 

710 

766 

822 

56 


878 

933 

988 

*043 

*098 

*152 

*206 

*259 

*313 

*366 

53 

0,6 

419 

471 

523 

575 

627 

678 

729 

780 

831 

881 

50 


931 

981 

*031 

*080 

*129 

*178 

•227 

*275 

*324 

*372 

48 

0,7 

419 

467 

514 

561 

608 

655 

701 

747 

793 

839 

46 


885 

930 

975 

*020 

*065 

*109 

♦154 

*198 

*242 

*286 

44 

0,8 

329 

372 

416 

459 

502 

544 

587 

629 

671 

713 

42 


755 

796 

838 

879 

920 

961 

♦002 

*042 

*083 

*123 

40 

0,9 

163 

203 

243 

282 

322 

361 

400 

439 

478 

517 

39 


555 

594 

632 

670 

708 

746 

783 

821 

858 

895 

38 


933 

969 

*006 

*043 

*080 

*116 

*152 

*188 

*225 

*260 

36 

1,0 

296 

332 

367 

403 

438 

473 

508 

543 

578 

613 

34 


647 

682 

716 

750 

784 

818 

852 

886 

919 

953 

33 


986 

•019 

*053 

*086 

*119 

*151 

*184 

*217 

*249 

*282 

32 

1,1 

314 

346 

378 

410 

442 

474 

506 

537 

669 

600 

32 


632 

663 

694 

725 

756 

787 

817 

848 

878 

909 1 

31 


939 

969 

*000 

*030 

*060 

*090 

*119 

*149 

*179 

*208 

30 

1,2 

238 

267 

296 

326 

355 

384 

413 

442 

470 

499 

29 


528 

556 

585 

613 

641 

669 

698 

726 

754 

782 

28 


809 

837 

865 

892 

920 

947 

975 

*002 

*029 

*056 

27 

1,3 

083 

110 

137 

164 

191 

218 

244 

271 

297 

324 

26 


350 

376 

403 

429 

455 

481 

507 

533 

558 

584 

26 


610 

635 

661 

686 

712 

737 

762 

788 

813 

838 

25 


863 

888 

913 

938 

962 

987 

*012 

*036 

*061 

*085 

25 

1,4 

110 

134 

159 

183 

207 

231 

255 

279 

303 

327 

24 


351 

375 

398 

422 

446 

469 

493 

516 

540 

563 

23 


586 

609 

633 

656 

679 

702 

725 

748 

770 

793 

23 


816 

839 

861 

884 

907 

929 

951 

974 

996 

*019 

22 

1,5 

041 

063 

085 

107 

129 

151 

173 

195 

217 

239 

22 


261 

282 

304 

326 

347 

369 

390 

412 

433 

454 

22 


476 

497 

518 

639 

660 

581 

602 

623 

644 

6^ 

21 


686 

707 

728 

748 

769 

790 

810 

831 

851 

872 

21 


892 

913 

933 

953 

974 

994 

*014 

*034 

*054 

*074 

20 

1,6 

094 

114 

134 

154 

174 

194 

214 

233 

253 

273 

20 


292 

312 

332 

361 

371 

390 

409 

429 

448 

467 

20 


487 

506 

525 

544 

563 

582 

601 

620 

639 

658 

19 


677 

696 

715 

734 

752 

771 

790 

808 

827 

845 

19 


864 

882 

901 

919 

938 

956 

974 

993 

*011 

*029 

18 

1,7 

047 

066 

084 

102 

120 

138 

156 

174 

192 

210 

18 


228 

246 

263 

281 

299 

317 

334 

352 

370 

387 

18 


405 

422 

440 

457 

475 

492 

509 

527 

544 

561 

18 


579 

596 

613 

630 

647 

664 

681 

699 

716 

733 

17 


750 

766 

783 

800 

817 

834 

851 

867 

884 

901 

17 



YL NatQrlicbe Logarithmen. 
YI. Natuml logarithms. 
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D 
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2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 


m 

6,0 

1,7 

918 

934 

951 

967 

984 

*001 

*017 

*034 

*050 

*066 

17 

1 

1.8 

083 

099 

116 

132 

148 

165 

181 

197 

213 

229 

16 

2 


245 

262 

278 

294 

310 

326 

342 

358 

374 

390 

16 

3 


405 

421 

437 

453 

469 

486 

500 

516 

532 

547 

16 

4 


563 

579 

594 

610 

625 

641 

666 

672 

687 

703 

15 

5 


718 

733 

749 

764 

779 

795 

810 

825 

840 

856 

15 

6 


871 

886 

901 

916 

931 

946 

961 

976 

991 

*006 

15 

7 

1.9 

021 

036 

051 

066 

081 

095 

110 

125 

140 

155 

14 

8 


169 

184 

199 

213 

228 

242 

267 

272 

286 

301 

14 

9 


315 

330 

344 

359 

373 

387 

402 

416 

430 

445 

14 

7.0 


459 

473 

488 

502 

516 

530 

544 

559 

573 


14 

1 


601 

615 

629 

643 

657 

671 

685 

699 

713 

727 

14 

2 


741 

755 

769 

782 

796 

810 

824 

838 

851 

865 

14 

3 


879 

892 

906 

920 

933 

947 

961 

974 

988 

*001 

14 

4 

2.0 

015 

028 

042 

055 

069 

082 

096 

109 

122 

136 

13 

5 


149 

162 

176 

189 

202 

215 

229 

242 

255 

268 

13 

6 


281 

295 

308 

321 

334 

347 

360 

373 

386 

399 

13 

7 


412 

425 

438 

451 

464 

477 

490 

503 

516 

528 

13 

8 


541 

554 

567 

580 

592 

605 

618 

631 

643 

656 

13 

9 


669 

. 681 

694 

707 

719 

732 

744 

757 

769 

782 

13 

8.0 


794 

807 

819 

832 

844 

857 

869 

882 

894 

906 

13 

1 


919 

931 

943 

956 

968 

980 

992 

*005 

*017 

*029 

12 

2 

2,1 

041 

054 

066 

078 

090 

102 

114 

126 

138 

150 

12 

3 


163 

175 

187 

199 

211 

223 

235 

247 

258 

270 

12 

4 


282 

294 

306 

318 

330 

342 

353 

365 

377 

389 

12 

5 


401 

412 

424 

436 

448 

459 

471 

483 

494 

506 

12 

6 


518 

529 

541 

552 

564 

576 

587 

599 

610 

622 

12 

7 


633 

645 

656 

668 

679 

691 

702 

713 

725 

736 

12 

8 


748 

759 

770 

782 

793 

804 

815 

827 

838 

849 

12 

9 


861 

872 

883 

894 

905 

917 

928 

939 

950 

961 

11 

9.0 


972 

983 

994 

*006 

*017 

*028 

*039 

*050 

*061 

*072 

11 

1 

2,2 

083 

094 

105 

116 

127 

138 

148 

159 

170 

181 

11 

2 


192 

203 

214 

225 
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246 

257 

268 

279 

289 

11 

3 


300 

311 

322 

332 

343 
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364 

375 

386 

396 

11 

4 


407 

418 

428 

439 

450 

460 

471 

481 

492 

502 

11 

5 


513 

523 

534 

544 

565 

665 

576 

586 

597 

607 

11 

6 


618 

628 

638 

649 

659 

670 

680 

690 

701 

711 

10 

7 


721 

732 

742 

752 

762 

773 

783 

793 

803 

814 

10 

8 


824 

834 

844 

854 

865 

875 

885 

895 

905 

915 

10 

9 


925 

935 

946 

956 

966 

976 

986 

996 

*006 

*016 

10 


Naliirliche Logarithmen von 10 i"* 
Natural logarithms of 10 ^ ” 


14,1845 

17,8819 

19,5793 

21,2767 

24,9741 
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*437 
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87 

2 

0,8 
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*945 

*866 

*788 

*711 

*634 

•568 

*483 

78 

3 

0,7 

408 
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261 

189 
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047 

*977 

•907 

•839 

•771 

71 

4 

0,6 
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506 
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376 
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188 

126 

64 

5 


085 

005 

•945 

*886 

*827 

*769 

♦712 

•665 

*599 

*543 

68 

6 

0.5 

488 

434 

379 
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273 

220 

169 

117 

066 

016 

53 

7 

0.4 

966 

916 

868 

819 

771 

724 

677 

630 

584 

538 

47 

8 


493 

449 

404 

360 

317 

274 

232 

190 

148 

107 

43 

9 


066 

025 

•985 

*946 

*906 

*867 

*829 

•791 

•763 

*716 

39 

LO 

0,3 

679 

642 

606 

570 

535 

499 

465 

430 

396 

362 

36 

1 


329 

296 

263 

230 

198 

166 

135 

104 

073 

042 

32 

2 


012 

*982 

•952 

*923 

*894 

*866 

*837 

•808 

•780 

*763 

29 

3 

0,2 

725 

698 

671 

645 

618 

592 

667 

641 

516 

491 

26 

4 


466 

441 

417 

393 

369 

346 

322 

299 

276 

254 

23 

5 


231 

209 

187 

165 

144 

122 

101 

080 

060 

039 

22 

6 


019 

*999 

•979 

•959 

•940 

*920 

*901 

*882 

•864 

*845 

20 

7 

0,1 

827 

809 

791 

773 

756 

738 

720 

703 

686 

670 

17 

8 


653 

637 

620 

604 

688 

572 

567 

641 

526 

611 

16 

9 

0,14 

957 

808 

661 

616 

370 

227 

086 

*846 

•807 

*670 

143 

2,0 

0,13 

534 

399 

266 

134 

003 

*873 

*745 

*619 

•493 

*369 

130 

1 

0,12 

246 

124 

003 

*884 

*765 

*648 

*633 

*418 

•304 

*192 

117 

2 

0,11 

080 

*970 

•861 

*753 

*646 

*640 

*436 

*331 

•228 

*127 

106 

3 

0,10 

026 

*926 

*827 

*730 

*633 

*637 

*442 

*348 

•255 

*163 

96 

4 

0,09 

072 

♦982 

♦892 

♦804 

*716 

*629 

*644 

*458 

•374 

*291 

87 

6 

0,08 

208 

127 

046 

♦966 

*887 

*808 

*730 

*654 

•677 

*602 

79 

6 

0,07 

427 

353 

280 

208 

136 

066 

*996 

*926 

•866 

*788 

71 

7 

0,06 

721 

654 

687 

522 

467 

393 

329 

266 

204 

M2 

64 

8 


081 

020 

♦961 

♦901 

•843 

*784 

*727 

*670 

•613 

•568 

69 

9 

0,05 

502 

448 

393 

340 

287 

234 

182 

130 

079 

029 

63 

3,0 

0,04 

979 

929 

880 

832 

783 

736 

689 

642 

596 

660 

47 

1 


505 

460 

416 

372 

328 

285 

243 

200 

169 

117 

43 

2 


076 

036 

♦996 

♦956 

*916 

*877 

*839 

*801 

*763 

*726 

1 39 

3 

0,03 

688 

652 

616 

679 

644 

508 

474 

439 

405 

371 

1 34 

4 


337 

304 

271 

239 

206 

176 

143 

112 

081 

060 

31 

5 


020 

♦990 

♦960 

♦930 

*901 

*872 

*844 

*816 

•788 

*760 

29 

6 

0,02 

732 

706 

678 

652 

625 

599 

673 

548 

622 

497 

26 

7 


472 

448 

423 

399 

375 

352 

328 

306 

282 

260 

23 

8 


237 

216 

193 

171 

149 

128 

107 

086 

065 

045 

21 

9 


024 

004 

♦984 

♦964 

*945 

*925 

*906 

*887 

•869 

*850 

19 

4,0 

0,01 

832 

813 

796 

777 

760 

742 

725 

708 

691 

674 

18 

1 

0,016 

573 

408 

246 

083 

*923 

•764 

*608 

•462 

•299 

*146 

169 

2 

0,014 

996 

846 

699 

552 

408 

264 

122 

*982 

•843 

*705 

144 

3 

0,013 

569 

434 

300 

168 

037 

*907 

*778 

*661 

•625 

*401 

130 

4 

0,012 

277 

165 

034 

*914 

*796 

*679 

*662 

*447 

•333 

*221 

1 117 

5 

0,011 

109 

♦998 

♦889 

*781 

*673 

*667 

*462 

*368 

*256 

*153 

106 

6 

0,010 

062 

♦962 

♦863 

♦766 

*658 

•562 

*466 

*372 

*279 

•187 

96 

7 

0,009 

095 

005 

♦916 

♦826 

*739 

*662 

*586 

•480 

•396 

*312 

87 

8 

0,008 

230 

148 

067 

♦987 

*907 

*828 

*760 

*673 

*697 

*621 

79 

9 

0,007 

447 

372 

299 

227 

155 

083 

013 

*943 

*874 

*806 

72 



VI, Die Expoueatialfanktion e 
VL The ©3cpoaeatial faaetion 


43 
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D 

1 

B 
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4 

5 

6 

7 

8 

9 

d 

5,0 

0,006 

738 

671 

606 

539 

474 

409 

346 

m 

220 

158 

65 

1 


mi 

036 

*976 

*917 

*858 

*799 

•742 

*686 

*628 

*572 

59 

2 

0,005 

617 

462 

407 

353 

300 

248 

195 

144 

092 

042 


3 

0.004 

992 

942 

893 

844 

796 

748 

701 

654 

608 

562 

48 

4 


617 

472 

427 

383 

339 

296 

254 

211 

169 

128 

43 

6 


087 

046 

006 

*966 

*927 

*887 

*849 

•810 

*773 

•736 

40 

6 

0,003 

698 

661 
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589 

563 

618 

483 

448 

414 

380 

36 

7 


346 

313 

280 

247 

216 

183 

151 

120 

089 

058 

32 

8 


028 

*997 

*968 

*938 

*909 

•880 

*861 

*823 

♦795 

*767 

29 

9 

0,002 

739 

712 

685 

658 

632 

606 

580 

554 

529 

504 

26 

6,0 


479 

454 

430 

405 

382 

358 

334 

311 

288 

265 

23 

1 


243 

221 

198 

177 

155 

133 

112 

091 

070 

050 

22 

2 


029 

009 

♦989 

♦969 

*960 

*930 

♦911 

•892 

*873 

*855 

20 

3 

0,001 

836 

818 

800 

782 

764 

747 

729 

712 

695 

678 

17 

4 

0,0016 

616 

450 

287 

126 

•964 

*806 

*648 

*492 

*338 

*185 

159 

5 

0,0015 

034 

♦885 

♦737 

♦590 

*445 

*301 

*159 

*018 

**878 

•*740 

144 

6 

0,0013 

604 

488 

334 

202 

070 

•940 

*811 

*684 

*568 

•433 

130 

7 

0,0012 

309 

187 

065 

♦945 

*826 

*709 

*592 

*477 

*363 

•250 

117 

8 

0,0011 

138 

027 

*917 

♦809 

*701 

*595 

*489 

*385 

*281 

*179 

106 

9 

00010 

078 

♦978 

♦878 

♦780 

*683 

*686 

*491 

*397 

*303 

•210 

97 


x^l 
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4 

5 

6 

7 

8 

9 


3679 

13534 

4979 

18316 

6738 

2479 

9119 

3365 
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-4 

-4 
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9358 

4248 
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' 18049 
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3720 

-6 

-9 

-14 

-18 

~22 

-27 

-31 

-35 

-40 
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Beispiel: g_89.69aa _ g-so . g_9 . g-o,6982„ j 3049 . iQ-ss . 1 2341 • 10“* • 0,5000 
-l,ll37.10-«» 

■» num (— 89,6932 M) — num (— 38,95326) — num (0,04674 — 39). 


Die Figuren auf S. 89 atellea die Ei- 
poaentialfonktion fob 1/z dar (£r=ir+*y)- 
Dichtbei der ,,wese]QLtUch eiagnlilrezi^ Stelle 
= 0 hat man links beliebig Heine, rechts 
beliehig groBe Werte dee Betrages s der 
Funktion, im Yordergrund tmd im Hinter- 
grand Werte von der GrdBenordnnng 1. 
Die Fall-Linien 6 = konet. dringen sich 
bei if = 0 immer mehr zneammen. Die die 
komplexen Fnnktionewerte darstellenden 
Pfeiie weisea hier also nach alien Eich- 
tnngen. 


The figures on p. 39 represent the ex- 
ponential function of l/z (z = x-{-ip)» 
Close by the „e8Bentially singular^ point 
= 0 we have on the left very small 
values, on the right very large values, of 
the modulus s of the function, in the fore- 
and background values near unity. The 
lines of steepest gradient a = const crowd 
the closer together the nearer we approach 
zero. The arrow® reipresenting the complex 
values of the function point here in all 
directions. 
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Beispiel: ^,535 
E xampie: 

-Hum (37,525 Jlf) 


^30 . ^ 7 . ^0,625 ^ 1^0686 • 10^® • 1096,6 - 1,6905 
1,981 • 

num 16,29690. 


Til. Plancksche StraWungsfunktioii. 
VII. Planck^s radiation ftmction. 


Ein Korper von der absoluten Tem- 
peratur T sendet elektromagnetische 
Wellen von alien mSgliclien Wellen- 
langen I aus. Docb. verteilt sich die aus- 
gestralilte Energie selir ungleichmUfiig 
auf die verscMeden langen Wellen. Auf 
die Wellen, deren Wellenlange zwischen 
X und Xi-dX liegt, komme die Strahlungs- 
dickte Jdl [ Watt/cm* j. Dann ist nach 
Planck 


A body of absolute temperature T 
emits electromagnetic waves of all pos- 
sible wave-lengths 1. The radiated energy 
is however very unequally distributed 
among the waves of different length. 
If we attribute to waves of wave-length 
between X and 1 + d 1 the density of 
radiation Jdk [Watt/cm^], we have 
according to Planck 



VII. Flanoksclie StH^ltujgsfunktioii. 
VII. Planck’s radiation fanction. 
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Darin bedentet | Here we have 

c « 299 850 km/sek 

die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum, | the velocity of light in vacuo, 

k =- 1,372 • Grad = degree 

dieGaskonstantedeselementarenMassen- the gas constant for 1 molecule (Boltz- 
teilchens (Boltzmannsche Konstante), mannas constant), 

h — 0,655 • lO’*^ Watt • sek* 

das Plancksche Wirkungsquantum. Planck s quantum of action. 

Wenn man zwei Zalilen x und y ein- Introducing two numbers x and y 
fOhrt, indem man setzt by substituting 

t?! « 1,43 cm -Grad- c,, 

- 0,589 • 10“ Watt • cm*= Ci, 

**y ’ 

0,980. 

SO nimmt die Plancksche Gleichung die I Plancks equation assumes the form: 
Form an: 1 

(e*- l) ®»y»l. 

y als Punktion von x gibt an, wie die i/ as a function of x shows how at the 
Strahlungsdichte bei derselben Tempo- same temperature the density of radi- 
ratur von der Wellenl&nge abhftngt ation depends on the wave-length (Table 
(Zahlentafel und Pig. 15). aud fig. 15). 



Fig. 15 . Plancksche Strahkngsfunktion. 
Pig. 16 . Planck’s radiation function. 
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Vn. Plancksclie Strahlungsfuisktion. 
VIL Planck’s radiation function. 


X 

y 

X 

y 

X 

y 

X 

y 

X 

y 

0,060 

0,07430 

0,110 

6,998 

0,160 

18,446 

0,355 

11,279 

0,605 

2,922 

1 

8990 

1 

7,269 

1 

589 

60 

10,966 

10 

852 

2 

0,10797 

2 

522 

2 

73 

65 

658 

16 

783 

3 

' 2875 

3 

787 

3 

86 

70 

360 

20 

717 

4 

5249 

4 

8,053 

4 

99 

75 

069 

25 

653 

5 

7946 

5 

320 

6 

19,12 

80 

9,787 

30 

590 

6 

0,2099 

6 

588 

6 

24 

85 

512 

35 

529 

7 

441 

7 

856 

7 

36 

90 

245 

40 

470 

8 

823 

8 

9,125 

8 

48 

95 

8,985 

46 

412 

9 

0,3248 

9 

393 

9 

59 

0,400 

733 

50 

356 

0,070 

718 

0,120 

662 

0,170 

69 

05 

488 

55 

302 

1 

0,4235 

1 

931 

2 

89 

10 

250 

60 

249 

2 

802 

2 

10,198 

4 

20,08 

15 

020 

66 

198 

3 

0,5422 

3 

465 

6 

25 

20 

7,796 

70 

148 

4 

1 

0,6096 

4 

731 

8 

40 

25 

578 

75 

099 

1 5 

825 

5 

996 

0,180 

54 

30 

368 

80 

062 

6 

0,7613 

6 

11,259 

5 

82 

35 

163 

85 

006 

7 

0,8460 

7 

521 

0,190 

21,02 

40 

6,965 

90 

1,961 

8 

0,9368 

8 

781 

5 

15 

45 

773 

95 

918 

9 

1,0339 

9 

12,040 

0,200 

20 

50 

586 

0,700 

875 

0,080 

1373 

0,130 

296 

05 

18 

55 

406 

05 

8341 

1 

2471 

1 

550 

10 

11 

60 

231 

10 

him 

2 

3635 

2 

801 

15 

20,99 

66 

061 

15 

548 

3 

4864 

3 

13,050 

20 

82 

70 

5,896 

20 

168 

4 

6160 

4 

296 

25 

61 

75 ! 

736 

25 

1,6797 

5 

7521 

5 

540 

30 

36 

80 

582 

30 

436 

6 

8948 

6 

780 

35 

08 

85 

432 

35 

085 

7 

2,044 

7 

14,017 

40 

19,78 

90 

286 

40 

1,5743 

8 

200 

8 

251 

45 

45 

95 

145 

46 

409 

9 

362 

9 

482 

50 

10 

0,500 

009 

50 

084 

0,090 

531 

0,140 

710 

65 

18,74 

05 

4,876 

55 

1,4768 

1 

706 

1 

934 

60 

372 

10 

748 

60 

459 

! 2 

887 

2 

16,154 

65 

17,989 

15 

623 

65 

158 

3 

3,074 

3 

371 

70 

600 

20 

502 

70 

1,3865 

4 

267 

4 

684 

75 

206 

25 

385 

75 

680 

5 

466 

5 

793 

80 

16,809 

30 

271 

80 

301 

6 

671 

6 

998 

85 

411 

35 

161 

85 

029 

7 

880 

7 

16,200 

90 

013 

40 

054 

90 

1,2764 

8 

4,095 

8 

397 

95 

15,617 

45 

3,951 

95 

506 

9 

315 

9 

591 

0,300 

224 

50 

850 

0,800 

254 

1 0,100 

640 

0,150 

780 

05 

14,834 

55 

753 

06 

009 

1 

769 

1 

966 

10 

449 

60 

668 

10 

1,1769 

2 

5,003 

2 

17,147 

15 

070 

66 1 

566 

15 

635 

3 

241 

3 

324 

20 

13,696 

70 

477 

20 

307 

4 

482 

4 

497 

25 

329 

75 

390 

26 

084 

5 

727 . 

5 

666 

30 

12,968 

80 

307 

30 

1,0867 

6 

976 

6 

830 

35 

615 

85 

226 

35 

656 

7 

6,227 

7 

990 

40 

270 

90 

146 

40 

448 

8 

481 

8 

18,146 

45 

11,932 

95 

069 

45 

246 

9 

738 

9 | 

298 

501 

601 

0,600 

2,996 

60 

048 





VII. Plancksche StrahlungafuaMioii. 
VII. Planck’s radiation ftinction. 


X 

y 

X 

y 

X 

y 

X 

y 

X 

y 

0,855 

0,9866 

0,980 

0,6236 

1.21 

0,3000 

1.46 

0.15325 

L71 

0,08607 

60 

667 

85 

128 

2 

0.2914 

7 

0,14951 

2 

424 

65 

484 

90 

023 

3 

831 

8 

588 

3 

246 

70 

304 

95 

0,5920 

4 

761 

9 

236 

4 

073 

75 

129 

1,000 

820 

5 

674 

1,50 

0.13895 

5 

0.07904 

80 

0,8958 

1 

625 

6 

599 

1 

564 

6 

740 

85 

790 

2 

438 

7 

527 

2 

242 

7 

580 

90 

627 

3 

269 

8 

458 

3 

0.12930 

8 

424 

95 

467 

4 

087 

9 

390 

4 

627 

9 

272 

0,900 

311 

5 

0,4922 

1,30 

326 

5 

333 

1,80 

124 

05 

158 

6 

764 

1 

263 

6 

047 

1 

0.06979 

10 

009 

7 

611 

2 

202 

7 

0,11770 

2 

838 

15 

0,7863 

8 

465 

3 

144 

8 

500 

3 

701 

20 

721 

9 

325 

4 

087 

9 

239 

4 

567 

25 

581 

1,10 

190 

5 

032 

1,60 

0,10984 

5 

437 

30 

445 

1 

060 

6 

0,1979 

1 

737 

6 

309 

35 

311 

2 

0,3935 

7 

928 

2 

496 

7 

185 

40 

181 

3 

814 

8 

878 

3 

262 

8 

064 

45 

054 

4 

699 

9 

8298 

4 

035 

9 

0.05946 

50 

0,6929 

5 

587 

1,40 

7831 

5 

0,09814 

1,90 

830 

55 

807 

6 

480 

1 

7380 

6 

599 

1 

718 

60 

687 

7 

377 

2 

6943 

7 

389 

2 

608 

65 

571 

8 

277 

3 

6519 

8 

186 

3 

501 

70 

456 

9 

181 

4 

6109 

9 

0,08988 

4 

396 

75 

344 

1^20 

089 

5 

5711 

1,70 

795 

5 

294 


VIII. Quellenftmktlonen der WarnieleitunR. 
YIII. Source functions of heat conduction. 


In einem w-dimensionalen unendlich 
ausgedehnten gleiclifSrinigen. K5rper sei 
anfangs eino endliche Warmemeng© im 
Nnllpunkt zusammengedrangt und sonst 
keiii6 Warm© vorliandeii. Das dieser 
Warmemenge proportional© und dahfir 
von der Zeit unabhangig© Baumintegral 
der Temperatur iiber den unendlichen 
n-dimensionalen Baum sei —1. Dana 
ist die Temperatur u zur Zeit 


In an w-dimensional infinitely ex- 
tended homogeneous body let a finite 
quantity of heat be initially concentrated 
at the origin and no heat at any other 
point. Let the volume-integral of the 
temperature extended over infinite w-di- 
mensional space which is proportional 
to this heat quantity and therefore in- 
dependent of the time, be equal to uni- 
ty. Then at time ^ (a* — ther- 
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Till. Quellenfunktioneii der Warmeleitag. 
Vin. Source functions of heat conduction. 


as Temperaturleitfahigkeit) im Ah- 

stand X vom Nullpunkt 


mal conductivity) the temperature u at 
distance x from the origin is 


u «* 

Die Figuren 16““21 stellen dies© Funk- 
tion dar fiir die Falle w *-» 1 (erhitzte 
Ebene, isotherm© Ebenen), n ^ 2 (er- 
hitzte Gerade, isotherm© Kreiszylinder- 
flachen, a; =» r), w « 3 (erhitzter Punkt, 
isotherm© Kugelflaohen, x == 


The figures 16—21 represent this func- 
tion for the cases n^l (heated plane, 
isothermal planes), w — 2 (heated straight 
line, isothermal cylindrical surfaces 
x^r)j n «— 3 (heated point, isothermal 
spherical surfaces, x B). 




VIIL Quellenfunktionen der Warmeleitnng. 
VIIL Source functions of heat conduction. 


49 



Fig. 16, 17 und 18. Quellenfunktionen der Warmeleitung. 
Fig. 16, 17 and 18. Source functions of heat conduction. 
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VIIL Quellemfunktioiien der Warmeleitnng. 
VIIL Source functions of heat conduction. 


u%ye = 1 



Fig. 20. Quellenfunktion der Warmeleitung, aweidimengioml 
Fig. 20. Source function of heat conduction, two dimensional, 


VIII. Quellenfunktionen der Wamaeleitung. 
Yill. Source functions of beat conduction. 
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Fig. 21. Quellenfunktion der Wkrmeleitung, dreidimensional 
Fig. 21. Source function of heat conduction, three dimensional. 
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IX. Die Hyperbelftinktioneii. 
IX. The hyperbolic fdnctions. 


IX. Die Kyperbelfttnktionen. 
IX. The hyperbolic fanctions. 


1 . Definition. 


= + gy + ' ' 


sinh X 


rr f ^ L _L -I_ 

6of a: =2 = l-l- ^ + il + • • • 


cosh X 


^ '»ITIX , ^x’^ 17 x"^ i. -L /l 1 

^S"' = 15R'=^“T + T6-- 316 + =tanha: (ki<Y) 

®}*l£ = 1 4. j. + . . . 
i ^ ^ 31 ^ 6! ^ 

= = (|;r|<l) 


= tanh X 


H<t) 


®r ©of a? == Sir ©in }/x^ ^ 1 = cosh*"' x 


at cr , X^ , , X' 

%% X =-x + ~ + Y + 't* + 




2. Spezielle Werte. 2. Special values. 

©in 0-0, ©of 0 - 1, Sg 0 - 0 
©in oo ^ ooj ©of oo ^ cx), %q cxd ==« 1. 

8. Grundgesetze. 8* Fundamental laws. 

©in (— £c) — — ©in Xj ©of (~ x) — ©of Xj 3;g (— a;J — ^Jg a; 
©of — 1 4- Sin^ X, (©of X ± ©in xY «* ©of nx ± ©in nx, 

4. Eine Punktion ausgedrlickt durch die andere. 

4. One function expressed by the other. 

©in .r ===* i/©o}-:r - 1 — ^ ©ofo; — f/l + ©in^x*— ^ 

^ ©in;c ^ ^ ^ ir ® 

9 ^ J ^ ^ ^ (JoJ <jr 0i|i X “ i — ^0 a: 


Sir ©in ^ - Sir ©of 1 - Sir 3:g ~ ^ 

2tr Soj a’ - ©in Vx* - 1 ^ Sir ^ ^ 

X 

= 2 sit eof ]/^- = 2 sir ©in ]/-■“ 


IX. Die Hyperbelfanttionen. 
IX. The hyperbolic functions. 
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%x %ii X =9lr@m^=i= = Slre;of-:=^ 

yi-x* 'yi-a?* 


=|Sfr©m j 


2x 


I Sir ®of 


1 -fa;® 
1 — a;® 


I sir %Q 


2a; 

1 + a;* 


5. Verkntlpfuiig der Funktionen zweier Sektoren. 
6* Connection of the functions of two sectors. 


©in (aj ± 4/) = ©in a: ©of y ± ©of x ©in y 
©of {x ±y)=‘ ©of X ©of y ± ©in x ©in y 


5Eg {x±y)=^ 


% ix + %qy 
1 + Sg a; Sg j/ 


©ina: + ©iny = 2©in ©of 
©of a: + ©of 1 / = 2 ©of ©of ^ 

©ina: — ©iny =2©of ^^@in^^ 


©of a: — ©ofy ==2©in^^©in^y^ 


'S^x±%Qy = 


6tn (x ± y) 
©of X ©of y 




Sot (ag ± y) 
©in X Soj y 


-L- 4- _i_ — -1 ± y) 

Ig X ^ 3;g y ^ ©in x ©in y 


©in* X — ©in* y =■ ©of* x — ©of* y = ©in {x + y) ©in {x — y) 

©in* X + ©of* y — ©of* x + ©in* y == ©of (a? + y) ©of {x — y) 

©of* X — ©in* y = 1 + ©in (a: + y) ©in {x — y) 


©in X ©in y — -f- ©of (x + y) — ©of (^a: - y) 
©of a ©of y =» i ©of (x + y) + i ©of (a — y) 
©in a ©of y = ^ ©in (a + y) + -J- ©in (a — y) 
©of a ©in y = 5 ©in (a + y) — -i ©in (a — y) 


6in X -f ©itt y 
@in X — ©in y 

©in X ± ©in y 


3:9-^-(a + y) So fa + Sofy 

%q-^{x—y)’ Sofx — Sofy 

_ %a X (x + v) 
®inx=F®iny s (.a: ± y; 

3::^ a; + ^9 y ©in (x -f- y) 

Xqx — ^Qy'^ ©in (a — ^ 


1 

a:8-|-(a + y)a:g-|(x-y) 




Str ©tit x±^x ©in y = iilt ©in (os i/l '+ 'f±yVl+x ^) 
at a: ± 2lt M 2/ ±V{x^- 1) (2/* “ 1)) 

sit Xg ± 2^^ 2^8 y 

^ ©of * 4- -B ®in ® ^ — B*6of (a; + at$g -j) 

= (a; + WcXq--^) ■ 


ft. Funktionen der Vielfachen eines Sektors. 

6. Functions of the multiples of a sector, 
rt- c SSga: 

©in 2a: =■ 2 ©in a: ©o^ a: = ^-g* i 

©in 3a: = 4 ©in* a: + 3 ©in a: = ©in a; (4 ©of a: - 1) 

©in (« + 1 ) a: ” 2 ©of a: ©in «a - ©in (« - 1) a: 

©m«jc = « @ina:®ot’-^a: + Q @in-''a:©of"-»x+ g) ©in*a: Soi-'a: + • ■ ■ 

©of 2a: = ©of* a: + ©in* a; = 2 ©of* a: - 1 » 1 + 2 ©m a: - ^ j 
©of 3a: = 4 ©of * a: - 3 ©of a: = ©of a: (4 ©in* a: + 1) 

©of (n + 1) x = 2 ©of X ©of wa: - ©of (» - 1) a: 

©of = ©of” * + 0 ©in** + C) + - 


Up 

_ ^ 2 Xg a: 

%Q 2x 

2 ©tfl 2a: = Sg * + ©tfi * 

^9 Y“K(£ofa: + i (Sofx+l 


%% 3a:- 


Ig’x + a Tga' 
■ Sig'x+l 


(Sofx -1 
©inx 


©of 2a: + COS 2j/ = 2 + 2 (©in* x ~ sin* y) 
©of 2a: - cos 2i/ = 2 (©in* x 4- sm* y). 

^ j) — ©of a: = e — 2 ©in* • 


7 . Potenzen. 
7. Powers. 


2 ©in* a: = ©of 2a: - 1 
4 ©in* a =■ ©in 3a: - 3 ©in x 


IX. Die Hyperbelfanktionen. 
IX. The hyperbolic functions. 
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8 ©in* X => 6of 4a; — 4 6of 2a; + 3 
16 ©in'’ X = ©in 5a; — 5 ©in 3a: + 10 ©in x 
32 ©in* X =» ®of 6a; — 6 Sof 4a: + 15 ®o( 2x — 10 

64 ©in’ X = ©in lx —1 ©in 5a: + 21 ©in 3a: — 35 ©in x 
128 ©in* X = 6of 8a; — 8 Sof 6a: + 28 Kof 4a: — 56 ©of 2x 4- 35 

2 ®o|* X = So) 2a: + 1 
4 ©of® X =■ Soj 3a: + 3 ®of x 
8 ©of* X = ©of 4a: + 4 ©of 2a; + 3 
16 ©of® X = ©of 5a: 4- 5 ©of 3a: 4- 10 ©of x 

32 ©of* a: = ©of 6a: + 6 ©of 4a: + 15 ©of 2a: + 10 

64 ©of’ « => ©of 7a: + 7 ©of 5a: + 21 ©of 3a: + 35 ©of a; 

128 ©of* a: == ©of 8a: + 8 ©of 6a: + 28 ©of 4a: f 56 ©of 2a; + 35 

x=‘%%x+ ’■ Jg* a: + i Xg® x + -f-2:g’ a;4- • • • 


8. Beziehungen zu den Exponentialfunktionen and Logaritkmen. 
8. Relations to the exponential functions and logarithms. 


@ina: = 


Sg a; = 1 


c* = ©of a; •+■ ©in x ■■ 


== ©of X — ©in 


e-’^+e-* 


®of-f + ©ln|- 


cf e —e 


Eo(|--®in| i-arg 




l+Sg 


3lt ©in a: = In (a: 4 l/a;* 4 1 ), Sit ©of a: = In (a: 4 - 1) 

= — In 0/^4- 1 — *), = — In (x — Va:*— 1) 


Slr3:gx = iln^, 
In X == Sit ©in ^ 
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IX. Die Hjperbelfuiikiioneii. 
IX. The hyperbolic ftmctjone. 


9. Differentialformeln. 

9. Derivatives. 

- o- dx 

<i @itt * — a:d*, d (Sofa; — @itt aria;, 

dln@i«a; — d In (Sof a: — a;da:, d In x — 

, , » fl! dX 3 i _ 

d In Sfl Y - “ Ig* ®‘“‘* 

i^mx-r0= 

(-i<«<i), i«>i, .<-i) 

d ©in* X — d (Sof* x — 2 ©in x (Sof x dx — ©in 2xdx. 

_ . dd? 

d 9tnU) X = dgdx = ^• 


1(1. Integralformeln. 
10. Integrals. 


J Sin x-dx — (Sof x, J Sof x dx — ©in x, x dx — In (Sof x 

J ^ - ansi. *, y ~ - at M t:, J f^,-at(aiit, (.<« 

/jfe - - > ')' / M (1 + ») 

h 

f= 


atXg 


6 -t- 2cx 


/x(a 


4>6a;4"Ca5® yft* — 4ac y&*~4ac 

1 [1. (a + it + tf) + at jb j 

1 r._ *• 26 ^ 6 + 2CX 

^ “ 2 a L a+bx+cx* ■f' ^ 


-ffex + c:*;* 2c 

dx 


+ fex -f cx*) 


]/6* 4ac 


id 


IX. Die Hyperbelfunktionen. 
IX. The hyperbolic functions. 
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—rr :r=z=rr- ==» ~j:r • v..- — 

l/4ac-b» yc l/d»~4ac 

■- r ya + hM-hcz^ - Str @tn 


f , ^ 3(r ©in = -1. Str (Sof 

Jya + bx + cx^ yc l/4ac-b» yc l/d»~4a 

A - = ■-^>/a + ^:c^-ca:*--^Str©tn4ii^- 

JyaH- 6 x + ca:* cL 2^0 y 4 ac- 6 * 

r 2ft ©in - ~ 2fr 6of ---+ 

J a;]/a-f 6 x-fcic* "j/a rc|/ 4 ac-b» }/a a;]/b »-~4 

Js.(. _ gg * . *^^"** + griV 


= \ 2ft ©in 


2}/^ y4ac--5«J 

-.- “+J^ ^~-A2ft(£of 

rc|/4ac~-b* }/a a:|/b*~-4ac 


= 


©in" ^icS^ofa; n 


©in"" 




J%^”xdx J‘%Q”-^xdx 

/ ' = Sof X _ n — ^p dx 

®in'’a: («— 1) a: 

r = .. . . ®i".f I n— 2 r_ _ 

J sof'‘x “ (71-1) eor-‘ X J 6or-*« 

J %q”x ~ (n - 1) Sg" ^ J %i”-^x ' 


r == ®L".f I n — 2 r 

J Sof "x “ (71-1) Sof X tT-^ j Sof"-*’ 

J ig~”x ~ (71 - 1) Sg" ^ J i'g"-*'i ■ 

J' 2ft ©in X dx = X 2fi ©in x — }/x* + 1 
J* 2ft 6of X dx = X 2fr ©of x 
J'^tXqx dx = X 2ft Ig X + i In (1 — x*). 


11. N S-heru ngs werte bei kleinen Sektoren. 

11. Approximate values for small sectors. 

Sin X 1 , a;® s ^ x* %ax ^ x* 1 

+ (£ojx = i+,, 

®0fx + cos7/ = 2, ©inx + siny = x + 3 /, 

Sof X — cos 2 / = ^ ^ ; @in x — sin x == *- • 

A O 


= l_i‘, «'_3:9 _x_ 14.^, 2ftSofx = >/2(x--l) 

*1? o iC o 

a ®of (1+ «) - )/2i - g y I + yi - yi ■ • • 
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IX. Di« Hyperbelfanktioaen. 
IX. The hyperbolic functions. 


12. Kaherungswerte bei groBen Sektoren. 
12. Approximate values for large sectors. 

©in a; = Soj ar == - 5 - 3;ga:=l — 2 c~** 
log (2 ©in «) =■ log (2 ©of a;) = a: log e =• Mx, M == 0,4342945. 

9lt©in* = ln(2a:)+^., m ©of ® = In (2®) - 
9rta:fl(i-a) = iin(|)-^- 

18. Hy perbelamplitude. 

18. The gudermannian. 

se 

y ^ ^ e* - -f s 81 tn|> ar = gd a: 

0 

" - 1“ Ig (I + “-) - 2^26 log tg (f + «") 


©in X = tgy, ©of z 


%^x = sin y 


i + tgi 


tg| =3;g 


_ 1 , 1 , 

^ “ Sof * 6 ®o{’ a: 

tgl+ftg»f+-sg».l+. 


Wenn 

jf y — vlmf) X 

Setzt man dann 


so wird 


y 6 ■*“ 8* ~ 6040 

a- = V + ll 4. + ®il! 4- 

X y + 6 ^ S4 ^ 6040 ^ 

ist, so ist . 

we have ^x=mp%y. 


y == yi + *y» 


Putting 

rr = 4- tXg, 

we obtain 


(y<ry 







IX. Die Hyperbelfmiktioneii. 
60 IX. The hyperbolic functions. 


X 

ft 

c®' 

ft 

--a* 

6m -j X 

M-f * 

O' ^ 

2 : 0-2 ® 


2 ft 

or ^2 

0,0 

1,0000 

1,0000 

0,00000 

1,0000 

0,00000 

00 

0,00000 

0,1 

1,1701 

0,8546 

0,15773 

1,0124 

0,15580 

6,418 

0,09959" 

0,2 

1,3691 

0,7304 

0,3194 

1,0498 

0,3042 

3,287 

19679 

0,3 

1,6020 

0,6242 

0,4889 

1,1131 

0,4392 

2,2769 

2895 

0,4 

1,8745 

0,5335 

0,6705 

1,2040 

0,5569 

1,7957 

3760 

0,5 

2,1933 

0,4559 

0,8687 

1,3246 

0,6558 

1,5249 

4553 

0,6 

2,5663 

0,3897 

1,0883 

1,4780 

0,7364 

1,3580 

5269 

0,7 

3,003 

0,3330 

1,3349 

1,6679 

0,8003 

1,2495 

5907 

0,8 

3,514 

0,2846 

1,6145 

1,8991 

501 

1,1763 

6470 

0,9 

4,111 

4324 

1,9340 

2,1772 

883 

1,1258 

6898 

1,0 

4,811 

0788 

2,3013 

2,5092 

a 9172 

1,0903 

7390 

1,1 

5,629 

0,17766 

2,726 

2,903 

388 

652 

7761 

1,2 

6,586 

5184 

3,217 

3,369 

549 

472 

0,8081 

1,3 

7,706 

2976 

3,788 

3,918 

669 

343 

357 

1,4 

9,017 

1090 

4,453 

4,564 

757 

249 

594 

1,5 

10,551 

0,09478 

5,228 

5,323 

822 

181 

797 

1,6 

12,345 

8100 

6,132 

6,213 

870 

132 

871 

1,7 

14,445 

6923 

7,188 

7,257 

905 

1,0096 

0,9120 

1,8 

16,902 

5916 

8,421 

8,481 

930 

70 

248 

1,9 

19,777 

5056 

9,863 

9,914 

949 


357 

2,0 

23,141 

4321 

11,549 

11,692 

•963 

37 

450 


X. Kreis- uud Hyperbelfanttionen einer komplexen Veranderllchen. 
X. Circular and hyperbolic functions of a complex variable. 

1 . Sinus, Cosinus. 

sin^f = sc"’ = u + iv, cos e = ce‘^ = ih + ivi = sin ± eji 

e = X + iy = r^i. 

w = sin aj Eof jf, v = cosaj©itiy, Mi= cosa:6o[.v> sin a; ©in y, 
s» = sin**a: + c“=cos®a: + ©in“y, 

2s® = Sof 2y — cos 2a;, 2c® = Sof 2y + cos 2a;, 

tgtf = cfcga;2:gy, tgy = -tga;'l 9 y. 

Fttr r « 1 hat man ] For r « 1 wo have 

s = r — ^eos2p + + gC0B4p) , 

<y = (>—- g 8 m 2 p — 4^1 


X. Kreis und Hyperbelftinktioiieii eijier kompiexen Yer'anderliciieii. 
X. Circular and hyperbolic functions of a complex variable. 
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c = 1 — ^ cob 2(> + (i — |cos4(») , 

V® • * 

y == 0 — ^ sia 2 p — sin 4 p — • • • 
nnd far y » 1 | and for y » 1 




2 OCU « (jT TIT ^ ~ 

I and for y » 1 

- - e ■2' cos 2a; + ^6r-3y(l — cos 4 a?) , 


^ ~ 8m4a; , 

c = + “C-y cos 2a; + (1 — cos 4oo) + • • *, 

y == 0 — a;+ e'"^i' 8 m 2 a; — ~-a“^i'sin4a; + • •• 

Zwischen s, o, o, y bestehen die Be- The following relations hold between 
ziehungen 5, cf, c, y 

s® cos 2 o 4- c* COB 2 y = 1, 

o — I / Cl 1 1 


ctg2<J + efcg(— 2y) 


s*8in2tf c*8in(— 2y) 


2* Arens sinus. 

2. Inverse sine. 

COB 2 a; = — s® Eof 2 y = c* 

2 co 8 ^a; = c^ + (1 + 8 )(l — s), 2 ©m^ y = C^-}- (5 1 )^ 

wo I where 

= ]/l — 2s*cos2 0 + 5^, = )/ 1 — • cos 2 y + 

= }/(s^--j^^ 4 - (2ssiaGr)®, =]/(c2— 1)* + (2osiny)®. 

Wenn s « 1 ist, hat man j If s « 1, we have 

a? = s cos o -f -g cos 3 <r 4 - cos 6 flf 4“ cos 7 <y 4- • • •? 

3 8 ^ 6 s’ 

y = s sin tf + g sin 3 tf + -jg- sin 5 tf + jYg sin 7 0 + • • •» 

und wenn s » 1 ist, | and if s » 1, 

^ 7 t ^ sm 2 tf 3 sin 40 ID 81060 36 sin 80 

x-- — a — — -- j — — — j , 

_ , COS 20 £ V cos 60 36 cos 80 

y in Z 3 "iOeva Q /Oe\T a X Vooie *’* 


ist, sojserechnet man zunSchst 



1 

and if s » 1 , 


sin 2 0 

3 sin 40 

ID sin 60 

36 sin 80 

( 2 s)* 

” 2 

“ 3 

4 i27f ' 

CO 8 20 

3 cos 4 0 

10 cos 60 

36 cos 80 

w 

" 2 '~{Jsy 

3 T2s)« 

“4 “(25? 

und <s « 0,5 

When 1 s — 1 

1 « 1 and 0 « 0,5, 


we first compute 


~ >^( 8 — 1 )*+ sin* 
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X. Kreie- tmd Hyperbelfunktiomexi einer komplexen Verfiaderlicben. 
X. CircBlar and hyperbolic functions of a complex yariable. 


und damit 1 and therefrom 

®'>ty ’=y^+ Vf + s ” 1- 


8. Tangens. 

tgii ==<e'‘ *= J7+ iF, ctgg = ^6-**= tg(~ — K^, 
z = X -h iff = re'?, 

•TT 810 2iK ^ pr 0itl 2 y 

^ ”* coB2ar -h (£of2y' “* cos dof 2y ^ 

^ + 6in* y _ (S^of 2y — cob 2a; . ©in2y 

^ “■ co8®aj + Sin* y ” (i^of 2y -f cos 2ir ’ eg t =» g ^ • 

p!J 3^ = 45® i=l, » = «m^2y, 

1/ F = sintr = Sj: 02 y, tgf«@in 2 y. 

W enn r « 1 ist, hat man | If r « 1, we have 

^ = r + ^ cos ^ + §g ^ 

1 = 7 - 5 ««“ 2<. + g (l - I COB 4(») , 

|4I 1*4 

t= Q + gsin 2 (» + ^Biu 4 (» + ••• 

Wenn y » 1 ist, hat man 1 If y » 1, we have 

17 = 0 + 2c“*VBm2a: — 2e~**'Bin4a: H , 

V — I — 2e~**'co8 2aj + 2e~**(soii4tx , 


femer mit 
further with 


< = 1 — 2c-*''co8 2a: + e-‘»(l +co8 4®)-<-, 

otgt = 2er-*?Bin2a;"(l +6“*^'+ •••), 

_ coa2fl: 





und mit sin 2* 

and with ® ©in 2y ^ * 


X 


|-arctg 2 = 



X. Kreis- und Hyperbelfonktiouen eiaer kompleien Veranderliclien. 
X. Circular and hyperbolic functiona of a complex yariable. 
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4. Arcus tangens. 
4. Inverse tangent. 


wo 


. , 2oosr 

tg2iC= j 

T-‘ 

also 


_2£ 

2F 

1+1/*+ F* 


cos t 


@in^ 


where ^ = therefore = » + 

Setzt man | Putting 

JV* = @in* «■ + cos** = eoj*« — Bin*r, 

2 JV* «« @of 2 •©■ + cos 2t, 

I we obtain 

JV'8m2a: = cos*, cos 2 a: = — ©in d, 

N ©in 2 y = sin *, N 6oJ 2 y = 


SO ist 


Fiir 

For 


Ftir 

For 


^ ^ ^ and < tr < 90® obtain 


wird 


46®, 


a:0y = tg|. 




t< 1 

a; = 0, 

Wenn t « 1 ist, hat man 


wird 
we get 


1, 

beliebig, 
^ arbitrary, 


^>1 

x^± 90®. 
y = Sir Stfl t 


X 


y = oo, 

I If t « 1, we have 
= t cos X — «r cos 3 r + cos or — • • 


y = i sin % 
und wenn t » 1 ist, 

X 


% cosr coaSr 

_ - j- - 


^ sin 3 r + ^ sin 5 r — 

I and if i^»l, 
cos 5 T 


2/ = 


0 4-^-- 


sin 3 X 
"3t*"" 


+ 


6t» 

sin 5 X 

"T^ 


+ •••; 


Wenn sich i detn Wert 1 und r einem 
rechten Winkel niihert, so setze man 


©in a* = jT = 


t* 




1 

i-t 


When t approaches unity and t ap- 
proaches a right angle, we put 

IrJ 

— , T*+ cos** = J7*. 


1 


X. Kreis- und Hyperbelfaaktionen emer kotnplexen Ver&nderliclien. 
X. Circular and hyperbolic functious of a complex variable. 
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4. Arcus tangens. 
4, Inverse tangent. 


. , 2 COST 

tg2a:= 

T-* 


2t7 


asmT zv ___ 

Afi ^ 1/ - 

where ~ therefore tg ^ — d' + 1 1. 

Setzt man ] Putting 

= ©in* 9 + C 08 ** = £o{*d — Bin*r, 
22f* = SoJ 2 ^ + cos 2t, 

80 ist 1 we obtain 

JV sin 2 a: = COST, J?' cos 2 a: = — ©in fr, 

JV" ©in 2 y = sin T, j\"6o{2y = Eoffl-. 

_ 1 - (mo ^ ^ on® 

For ^ ^ and JO < * < “0 obtain 


X = 46®, 


3:fly = tg ^• 


For * and 


t< I 

wird 

we get ® ~ ’ 

y = «trJg<, 

Wenn t « 1 ist, hat man 
a; = < cos T 


< = 1, <> 1 

y = oo, y = ?lr6t9t. 

I If t « 1, we have 

COS 3 1 + ^ cos 5 T — • • 

3 0 


y = ^ sin r — ^ sin 3 t + ^ sin 5 ir • 


und wenn t » 1 ist, 


1 and if < » 1, 
n COB T , cos 3 T cos 6 x ^ 

2 7" "3t» * ’ 


^ sin X Bin 3 T . sin 5 r 
y=0+-, 3t?-+-6?^ 

Wenn sich / dem Wert 1 und t einem When i approaches unity and x ap- 

rechten Winkel nahert, so setze man proaches a right angle, we put 


-©infr^T: 


T» + C08*T == NK 
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X. Kreis- UBd Hyperbelfanktionen einer komplexen Ver'anderliclien. 
X. Circular and hyperbolic functions of a complex variable. 


Dann ist 


tg 2 a; 


^ sin t 

©tn 2 2 / = -jj-, 


I Then we have 

cos t cos X 1 — t cos T 

_ _ - - - ^ ^ ; 

^ 2 

rri, 2H-2’>-c08»t 

6of4y= jyi ’ 


It 4 . — C0B*r 3 3co8^r— 2T2co8^r 

g 04 


6, Cbergang von einer Funktion auf eine andere. 
5. Changing from one function to another. 











X. Kreis- und Hyperbelfunktionen einer komplexen Yeranderlicbeii. 
X. Circular and hyperbolic functions of a complex variable. 



Fi^. 24. Vorzeichen des reellen uud des inxaginaren Teiis der Funktionen von | -f- i 7}. 
Fig. 24. Sign of the real and of the imaginary part of the functions of 





Fig. 25. sin (a;+ 

Hdlienkarte des Sinusreliefs. Beia^lifcefc man die Earte von Altitude chart of the sine-relief. If we consider tiie chart from 
verschiedenen Seiten, so erhalt man, je nachWahl des NuUpunktes, different sides, we obtmn the ftmctions sinj?, cosj?, coshj?, ±tsinhjgf, 
die Punkiionen sini, cosjr, Sin^. according to the choice of origin. 




X. Kreis- nnd Hyperbelfanktioaen einer komplexen Ver&nderliohen. 
jr.: and hyperbolic fnnctions of a complex variable. 



Fig. 26. Sinnsrelief mit Hbhenlmien und Fallinien. 

Fig. 26. Sine relief with contours and lines of steepest gradient. 



Fig. 27. 8ins = M+i«. Kurven m = konst, und »=: konst, in der r-Ebene. 
Pig. 27. sm s = M + it). Curves it — const and v = const in the x plane. 
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X, Kreis- und Hyperbelfunktionen einer komplexen Veranderlichen. 
X, Circular and hyperbolic fanctions of a complex variable. 


sin (x-\-iy) ^ se . 

X in Radianten. 


X in radians. 


s 

<j«0° 

15° 

30° 

45° 

60° 

75° 

90° 

0,2 

0,2014 

0,1941 

0,1732 

0,1405 

0,0987 

0,0508 

0,0000 

0,4 

0,4115 

0,3941 

0,3457 

0,2748 

0,1901 

0,0967 

0,0000 

0,6 

0,6435 

0,6059 

0,5136 

0,3957 

0,2673 

0,1345 

0,0000 

0,8 

0,9273 

0,8311 

0,6656 

0,4959 

0,3286 

0,1637 

0,0000 

1,0 

1,5708 

1,0371 

0,7854 

0,5719 

0,3747 

0,1857 

0,0000 

1,2 

1,5708 

1,1585 

0,8667 

0,6261 

0,4084 

0,2019 

0,0000 

1,4 

1,5708 

1,2149 

0,9182 

0,6640 

0,4329 

0,2139 

0,0000 

1,6 

1,5708 

1,2439 

0,9511 

0,6906 

0,4509 

0,2228 

0,0000 

1,8 

1,5708 

1,2608 

0,9730 

0,7097 

0,4643 

0,2297 

0,0000 

2,0 

1,5708 

1,2717 

0,9881 

0,7237 

0,4745 

0,2349 

0,0000 

2,2 

1,5708 ' 

1,2792 

0,9991 

0,7342 

0,4823 

0,2390 

0,0000 


X in Graden. x in degrees. 


s 

O 

o 

15“ 

CO 

i 

o 

69° 

75° 

i 

CO 

o 

0 

1 

0,2 

11,54 

11,12 

9,92 

8,05 

5,65 

2,91 

0,00 

0.4 

23,58 

22,58 

19,81 

15,75 

10,89 

5,54 

0,00 I 

0,6 

36,87 

34,71 

29,43 

22,67 

15,31 

7,70 

0,00 1 

0,8 

63,13 

47,62 

38,14 

28,41 

18,83 

9,38 

0,00 

1,0 

90,00 

59,42 

45,00 

32,76 

21,47 

10,64 

0,00 

1,2 

90,00 

66,37 

49,66 

35,87 

23,40 * 

' 11,57 

0,00 

1,4 

00,00 

69,61 

52,61 

38,05 

24,80 

! 12,25 

0,00 

1,6 

90,00 

71,27 

54,49 

39,57 

25,84 

12,77 

0,00 

1,8 

90,00 

72,24 

55,75 

40,66 

26,60 

13,16 

0,00 

2,0 

90,00 

72,86 

66,62 

41,46 

27,18 

13,46 

0,00 

2,2 

90,00 

73,29 

57,24 

42,07 

27,63 

13,70 

0,00 


1/ 


mm 

<r«0° 

15° 

o 

O 

CO 

i 

O 1 

1 

60° 

75° 

90° 1 

0,2 

0,0000 

0,0527 

0,1013 

0,1423 

0,1732 

0,1923 

0,1987 

0,4 

0,0000 

0,1119 

0,2110 

0,2898 

0,3458 

0,3790 

0,3900 

0,6 

0,0000 

0,1878 

0,3380 

0,4450 

0,5156 

0,5558 

0,5688 

0,8 

0,0000 

0,3026 

0,4884 

0,6055 

0,6787 

0,7195 

0,7327 

1,0 

0,0000 

0,4890 

0,6585 

0,7643 

0,8314 

0,8692 

0,8814 

1,2 

0,6224 

0,7130 

0,8287 

0,9143 

0,9719 

1,0051 

1,0160 

1,4 

0,8670 

0,9093 

0,9853 

1,0520 

1,1000 

1,1285 

1,1380 

1,6 

1,0462 

1,0721 

1,1248 

1,1767 

1,2165 

1,2408 

1,2490 

1,8 

1,1929 

1,2099 

1,2485 

1,2896 

1,3226 

1,3434 

1,3504 

2.0 

1,3170 

1,3293 

1,3588 

1,3920 

1,4197 

1,4375 

1,4436 

2,2 

1,4254 

1,4349 

1,4583 

1,4855 

1,5090 

1,5244 

1,5297 i 


Genaner ala unaern Figuren entnimmt man 
die Werte den auf S. 78 genaniiten Tafelu 
von H a w e 1 k a. 


More accurate values can be obtained 
from the tables of Hawelka mentioned 
on p. 78. 




X. Kreis- und Hy])erbelfunktionea einor komplexeii Verunderlichen. 
X. Circular and hyperbolic fanctions of a complex variable. 


Riickgang auf die positiven spitzen Winkel a;, 6 nod 2x, r. 
Reduction to the positive acute angles a?, c and Sa*, r. 

(Stets erst einen NSherungswert in der (First of all read oft an approximate 
Fig. 25 Oder Fig. 28 ablesen!) value from fig. 25 or from tig. 28!) 

a) Gegeben der komplexe Winkel ; a) Given the ooraplex angle; 

gesucht die Funktion. to find the function. 

h) Gegeben die Funktion; b) Given the function; 

gesucht der komplexe Winkel. to find the complex angle. 













i$9 2 











t 

tr = 

0" 

16 

0 

30° 

4; 

)" 

1 

o 

O 

CD 

75° 

90^ 

■ 

2 

11, 



)6 

9 

,92 

8, 

21 

5,8 

8 

3 


0 

m 


4 

01 


01/ 

M 

19 

,76 

16, 

98 

12,7 

3 

6 

,92 



H 

6 




)5 

29 

,19 

26, 

.49 

21.5 

8 

12 

,94 

■ 

.00 i 


8 

38. 

66 

38,^ 

14 

37 

,72 

36, 

.17 

32,8 

9 

24 


■ 

wmi 

II 1. 


45, 



m 

45 


45, 



m 

45 





1 


15° 

30" 

45° 

60" 

75" 

90" 1 

'' 0.2 ’ 0.0000 



0,1396 



^ 0,4 

0,0000 

0,0902 

0,1798 

1 0,2666 

0,3444 

0,4019 

0,4237 1 

^ 0,6 

: 0.0000 

0,1162 

0,2368 

0,3657 

0,5030 

0,6322 

0,6931 1 

' 0-8 

i 0,0000 

0,1290 

0,2666 

1 0,4239 

0,6190 

0.8794 

1.0987 1 

i 1,0 

li 0,0000 

0,1324 

0,2747 

1 0,4407 

0,6585 

1,0137 

DO 1 


5C in Hadianten. 


tg (x-^iy) 

X in radians. x in (Jraden. 



X in decrees. 


t r ==75^ 80^ 1 85" 90" 


1,80 24.50 : 18,83 i 10,59 0, 

1,82 26,17 i 20,50 11,79 0. 

1,84 27,95 22,37 : 13,22 0, 

1,86 29,84 i 24.46 I 14,96 0 

1,88 31.83 26,78 1 17.11 0 


0,990 
0.999 I 
l-10-« I 
1 - 10 -“ 

I 1.00 


41,71 I 0 


sssss sssss ssss 








Fig. 31a und b. Verhalten der Funktionen in den Tier Quadranten oder Oktanten bei 
konstantem y, namlieh der Kreisfnnktionen Ton und der Hyperbelfunktionen 

von y + ix'--. 





X. Kreis- und Hyperbelfunktionen einer komplexen Veranderlichen. 
X. Circular and hyperbolic fanctions of a complex variable. 
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— "'Y^reis und Hyperbelfunktionen einer komplexen Veranderlichen. 

76 X. Circular md hyperbolic functions of a complex variable. 


Argumcntjl 

sin 

3:9 

etfl 

ctg 

tg 

©in 

©of 

cos 

Erl^uterung Explanation 

-"I 





r 

r 

r 

r 

Vor 2 .-Wechsel des imag. Teila 

r 

r 

r 

r 

r 

Change of sign of the imag. part 

J 

J 

J 

1 

J 



Vorz. -Wechseldes reellen Teila 

j 

j 

-J 

r 

r 

Change of sign of the real part 

1 90° — ® 


t 

0 

1 

? 

? 


1 Obergang zum Kompl.-Winkel 
Crossing to the complem. angle 

J 

J 

H 

1 

o 

o 

CO 




J 

J 

1 

J 

J 

1 tJbergang zum Suppl.-Winkel 

r 

r 

r 


— 

Crossing to the snpplem. angle 


Das Zeichen | bedeutet, dali der Betrag 
der Funktion in aeinen reziproken Wert 
ubersreht. Umkehr des waagrechten Schen- 
kels des rechteu Winkels L 
Vorzeichenwecbsel des reellen leils; tm- 
kehr des senkrechten Scbenkels bedeutet 
Vorzeichenwecbsel des imaginaren leils. 


The sign | denotes that the absolute 
value of the function is transformed to 
the reciprocal value. Reversion of the 
horizontal side of the right-angle signi- 
fies change of sign of the real part; 
reversion of the vertical side signifies 
change of sign of the imaginary part. 



